Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automatcd  qucrying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark" you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  andhelping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  il  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  seveie. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http  :  //books  .  google  .  com/| 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //books  .google.  com| 


r  -■ 


RECUEIL  COMPLÉMENTAIRE 


D'EXERCICES 


•CKLI 


CALCUL  INFINITÉSIMAL, 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 
Quai  des  Grands-Augustins,  55. 


RECUEIL  COMPLEMENTAIRE 

D'EXERCICES 

CALCUL   INFINITÉSIMAL, 

F.,  TISSERAND, 


DEUXIEME   ÉDITION, 

Augmentée  de 
HOUTEAOX  EXERCICES  SDR  LES  VARIABLES  IHAGINAIRES. 

P.    PAINLEVË, 

Pntawanr-idJalBi  1  li  Fteulté  dM  ScMncM  d*  PuU. 


PARIS, 

GAtITHIEB-VILLARS  ET  FILS,   IMPBIMEURS -LIBRAIRES 

DU   BUIEAV  DES  LONGITUDES,   DE  L'ÉCOLB   POLTTBCHHIOD  B, 
Qnni  dei  GrBodg-AugugtJDs,  55. 


APR     3  1837 


PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Depuis  la  première  Édition  de  cet  Ouvrage,  les 
programmes  de  la  Licence  et  de  l'Agrégation  ont 
été  élargis.  On  y  a  introduit  notamment  la  Théorie 
des  fonctions  de  variables  imaginaires,  fondée  par 
l'illustre  Cauchy.  Cette  Théorie  est  devenue  clas- 
sique; elle  est  enseignée  aujourd'hui  dans  toutes  nos 
Facultés,  et  le  sera  encore  quels  que  soient  les 
changements  ultérieurs  des  programmes^  Il  était 
impossible  de  ne  pas  lui  faire  une  place  à  part  dans 
la  seconde  Édition  de  cet  Ouvrage;  nous  avons  été 
ainsi  conduit  à  ajouter  une  quatrième  Partie  que 
M.  P.  Painlevé,  un  des  jeunes  et  brillants  professeurs 
de  la  Faculté  des  Sciences,  a  bien  voulu  rédiger.  Les 
exercices  qui  composent  cette  Partie  additionnelle 
ont  été  choisis  et  présentés  avec  le  talent  qui  carac- 
térise le  savant  auteur,  et  nous  ne  doutons  pas  qu'ils 
ne  rendent  de  précieux  services  aux  étudiants.  Nous 
avons  introduit  également,  à  la  fin  de  la  deuxième 
Partie  et  de  la  troisième,  quelques  compléments  inté- 
ressants dus  à  M.  Painlevé. 

F.  Tisserand. 

Paris,  janvier  1896. 


PRÉFACE  DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Ayant  été  chargé,  il  y  a  quelques  années,  des  fonc- 
tions de  répétiteur  à  l'École  des  Hautes  Études  de 
Paris,  poiir  le  cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
professé  par  M.  J.-A.Serret,  j'ai  été  conduit  à  réunir 
un  certain  nombre  d'exercices,  qu'il  me  parait  utile 
de  publier.  Les  problèmes  contenus  dans  ce  volume 
sont  différents  de  ceux  qu'on  trouve  dans  l'excellent 
Traité  de  M.  Frenet;  aussi  l'Ouvrage  actuel,  loin 
de  faire  double  emploi  avec  celui  de  M.  Frenet,  en 
forme  plutôt  un  complément  naturel  :  tandis  que 
ce  dernier  s'adressait  aux  candidats  aux  Écoles  et  à 
la  Licence,  le  mien  est  désigné  plus  spécialement  aux 
candidats  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation. 

J'ai  donné  un  grand  développement  aux  applica- 
tions géométriques  du  Calcul  différentiel  et  intégral, 
espérant  ainsi  rendre  plus  attrayantes  des  théories 

assez  difficiles  ;  je  signale  en  particulier  les  questions 
relatives  aux  surfaces  orthogonales,  qui  donnent  des 


X  PRÉFACE. 

exercices  intéressants  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  i 

Il  m'eût  été  impossible  de  signaler  à  chaque  instant 
les  Ouvrages  auxquels  j'ai  emprunté  quelque  chose  ; 
je  me  bornerai  à  dire  que  j'ai  puisé  fréquemment 
dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de 
M.  J.  Bertrand,  dans  celui  de  Todhunter,  et  enfin 
dans  le  Recueil  d'Exercices  de  M.  O.  Schlomilch. 


F.  Tisserand. 


Toulouse,  octobre  1876. 
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de  leur  angle i44 

11.  Longueur  de  l'arc  de  la  podaire  w»*"»*  d'une  courbe  don- 

née. —  Applications i46 
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12.  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe  4  ( ^'  +  j'  )  —  «•  =  3  «*  ^>.     149 

13.  Aire  de  la  courbe  aj"*4-^*"  =  a*  (arj)"-* i5o 

14.  Volume  compris  entre  un  cône  et  un  parabolofde  de  révo- 

lution ayant  même  sommet,  même  axe,  même  base,  et 
une  Bphère  décrite  sur  Taxe  commun  comme  diamètre.     i5i 

15.  Valeurdel'intégrale  /   /  -^ 

étendue  à  tous  les  points  situés  à  Tintérieur  de  Tellipse 

^'  y*  ri 

/Je 
-^  étendue  à  tous  les  points  de  la 

surface  d'un  ellipsoïde,  d^  désignant  l'élément  de  sur- 
face et  P  la  distance  du  plan  tangent  à  cet  élément  au 
centre i56 


17.         Aire  de  la  surface  z  =  arc  sin  ( \ 

\       a  2       / 


iSg 


18.  Valeur  de  l'intégrale  double   j     dx   j     'L _.     ,63 

19.  a,  by  a\  V  désignant  des  nombres  commensurables,  dans 

quels  cas  l'intégrale  générale  de  l'équation 

{^ax  -^  h y^ dx  -^  {^a! X  '\-  b*jr)dy  =  o 
est-elle  algébrique? i65 

20.  Montrer  que  l'équation  y  (x*  +  j»  )  dx-\-x{^xdx. — ydx)  =  o 

admet  un  facteur  X  homogène  et  de  degré  —  3,  et  aussi 

un  facteur  de  la  forme  e*  9  (  x«  -+- j^'  ) 167 

21.  Faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  différen- 

d^Y  dr 

tielle-j^  —  2/(j?)  ~-  -4-  cp(x)^  =  0,  en  posant/ =  uv 

et  déterminant  convenablement  la  fonction  u.  —  /éppli- 
cations 169  et     170 

22  et  23.    Exercices  sur  la  détermination  de  l'intégrale  générale  d'une 
-  équation  du  second  ordre  à  coefficients  variables  dont 
on  connaît  une  intégrale  particulière 17a  et    173 

24.  Faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  r,  à  coefficients  variables,  en  remplaçant  la  va- 
riable indépendante  x  par  une  autre  r,  et  déterminant 
convenablement  la  relation  entre  x  et  /.  —  jépplica- 
tions 173  et    176 
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25.  Valeur  de  Texpression  6  = V_^  178 

26.  Trouver  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 

ordre  yérifiée  par  la  fonction  /  =  /        (a*  —  i  )""*  «** dz,     180 

27.  Intégration  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  à  coefficients 

constants,  dont  le  second  membre  est  0^ 18a 

28, 29  et  30.  Sur  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  d'ordre  n, 
à  coefficients  constants,  dont  le  second  membre  est 
¥{x)  ou«^F(a?),F(a:)  désignant  un  polynôme  entier 
en  ;r 184,  186  et    187 

31 .  Trouver  toutes  les  fonctions /  telles  que  l'on  ait,  quels  que 

soient  X  et  ^,/(ar  +  y)  =  f}_'f^ffj^^\  ou  bien  ....     189 

32.  /(*+^)/(ar-^)=/«(a;)-/«(^) 190 

33.  Trouver  les  fonctions  les  plus  générales  /  et  9,  telles  que, 

quels  que  soient  x  et  j,  on  ait 

F  et  ^  désignant  de  nouvelles  fonctions  qu'il  faudra 
déterminer zga 

34  à  41.    Questions  diverses  sur  les  équations  différentielles  simul- 
tanées et  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.     195  à    2o5 

42  à  44.    Questions  concernant  certaines  intégrales  définies 206 

45  à  47.    Transformation    de  quelques   équations   différentielles  ; 

transformation  de  Legendre 211 

48.        Intégration  de  deux  équations  aux  différentielles  totales.    221 


TROISIÈME  PARTIE. 


APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL  A  LA  SOLUTION  DE  QUESTIONS 
DIVERSES  CONCERNANT  LES  COURBES  ET  LES  SURFACES. 


!•  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure 
est  une  fonction  donnée  /(  a)  de  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente avec  une  direction  fixe. — AppUcatioTis  :  i*/(a)  =  a; 
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a» /(a)  =  -rV;  3<»/(a)  =  -^;  l\*  f{a)  =  «<?"«; 
5°  f{a)  =  aoL'j  6® /(a)  =  asina;  7" /(a)  =  asinma; 

8»/(a)  = ^ 1 225  et    282 

(i  —  c'cos'a)' 

2.  Trouver  les  courbes  telles  que  la  longueur  de  Tare  compté 

d'un  point  fixe  soit  une  fonction  donnée  de  a.  —  Appli- 
cations       Q.'Si 

3.  Trouverlescourbestellesquelerayondecourbiirepsoitune 

fonction  donnée  de  l'arc  s. — Applications  :  i»  j«= a  (p— «); 

p»        *■ 

2"  p  =  m* ;  3®  j3*  H-  f*  =  «•  ;  4"    ,  -•"  i;  =  i  ;  5*  p*  =  2 «*. 

233  et    '2d:\ 

4.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  lieu  du  milieu  de  la  nor- 

male terminée  à  Taxe  des  x  soit  la  parabole  j*  :=  ax,.     a33 

5.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de 

la  tangente  soit  égale  à  Kx"*j-^ 236 

6.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'abscisse  du  centre  de  gra- 

vité de  l'aire  du  segment  compris  entre  les  axes,  la  courbe 
et  une  ordonnée  quelconque,  répondant  à  l'abscisse  a;, 
8oit  une  fonction  donnée  de  x,  —  Applications 287 

7.  Même  question  pour  le  centre  de  gravité  de  l'arc  compté 

à  partir  d'un  point  fixe aSij 

8*         Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  intercepté  sur  0  x 

par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant 2/11 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que  les  portions  de  leurs  nor- 

males comprises  entre  les  axes  Ox  et  0^  aient  une 
longueur  constante 24^ 

10.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  diamètres 

aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe  soient  toutes 
parallèles  à  une  direction  donnée 247 

11 .  ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donné 2^1  H 

12.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  coefficient  angulaire  m  de 

la  tangente  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient 
angulaire  m'  de  la  tangente  du  diamètre  au  même  point 
soient  liés  par  la  relation  mm'  =  const 24 D 

13.  Trouver  les  courbes  telles  que  l'arc  soit  une  fonction 

donnée  de  jr,  —  Applications 25o  et    a5 1 

14.  Déterminer  la  fonction  /  de  manière  que  les  trajectoires 

obliques  des  courbes  r  =  c/'(0)  s'obtiennent  en  faisant 
tourner  les  courbes  proposées  d'un  certain  angle 262 

T.  —  Hec,  b 
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15.  Trajectoires  obliques  d'une  courbe  plane  dont  tous  les 

points  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction 
donnée a56 

16.  Tnjectoires  orthogonales  d'une  cyclolde  dont  la  base  se 

meut  le  long  d'une  droite  fixe 357 

17.  Courbes  telles  que  le  produit  des  distances  de  chacun  de 

leurs  points  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  soit 
constant  et  égal  à  6» a58 

18.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  précédentes  quand 

on  fait  varier  b a6o 

19.  Généralisation  des  résultats  précédents 263 

20  k  24*    Note  sur  les  roulettes.  —  applications,    363, 266, 367, 368  et    369 

25.  p  et  p'  désignant  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspon- 
dant de  la  développée,  trouver  les  courbes  telles  que  : 

!•  p4.p'»  =  a«;  3<»^H-!|-,  =  1;  3»p'«  =  3ap;  4»  pp'=  -• 

370 

26  à  28.    Les  notations  restant  les  mêmes  et  p'  désignant  le  rayon 
de  courbure  de  la  développée  de  la  développée,  trouver 
les  courbes  telles  que  : 
i«    pp"  =  p'*  ;   3»    p  —  p*'  r=  const.  ;   Z*  n'p  —  p"  =  const. 

273,  374  et    375" 

29;        Trouver  les  courbes  égales  à  leurs  développées 377 

30.  Trouver  une  courbe  telle  qu'un  point  quelconque  de  cette 

courbe,  le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  la 
développée  ou  de  la  développée  seconde,  le  centre  de 
courbure  de  la  quatrième  développée,  etc.,  soient  en 
ligne  droite 382 

31.  On  considère  en  un  point  quelconque  d'une  courbe  la  co- 

nique qui  a  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre  ;  on 
demande  de  déterminer  la  courbe  donnée  de  manière  : 
I*  Que  l'angle  de  l'un  des  axes  de  la  conique  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  soit  constant , 384 

32  a*  Que  la  conique  soit  toujours  une  parabole 386 

33  3*  Que  la  conique  soit  toujours  une  hyperbole  équila- 

tère 387 

34  4*  Que  la  conique  soit  une  ellipse  de  surface  constante..     289 

35.        Trouver  les  courbes  telles  que  le  secteur  compris  entre  la 
courbe,  un  rayon  vecteur  fixe  et  un  rayon  vecteur  quel- 
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36.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  triangle  formé  par  la 

tangente,  la  normale  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  menée  par  le  pôle  ait  une  surface  constante..     293 

37.  Trouver  les  courbes  telles  que  les  longueurs  de  la  tan» 

gente  et  de  la  normale  polaires  soient  liées  par  l'équa- 

N*       T* 
^'^'^  â»  "^  6ï  =  ' ^^ 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous-tangente  po- 
laire est  une  fonction  donnée  de  la  sous-normale 
polaire.  —  jéppUcations 394  ot    396 
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rayon  vecteur  sur  Ja  normale 398 

41.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  —. — —^  Y  désignant 

^       ^       sin"V  " 

l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur.  —  Appli- 
cations      do3 

42.  Trouver  les  courbes  telles  que   -  =/(V).  —  Applica- 

tions 807  et    3o8 

43.  Trouver  les  courbes  telles  que  ^  =  (^{r),  Applications  :  ^  3ii 

44.  I*  p  =  Kr;  développée  de  la  courbe 3i3 

r* 

45.  2»p=   -r 331 

46.  3-p=y 337 

47.  4*  P=^ 33i 

V« 

48.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont 

la  première  courbure   est  constante;  trouver  ce  que 
devient  cette  courbe  dans  le  développement  du  cylindre.    333 

49.  Même  question  lorsqu'on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 

dont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la 
surface 338 

50.  Trajectoires  obliques  des  méridiennes  d'une  surface  de 

révolution.  —  Application  au  tore 339  ®^    ^4' 
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plan  directeur 345 
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de  signes  contraires 353 

56.  Même  question  pour  les  surfaces  engendrées  par  une  droite 

qui  reste  toujours  parallèle  à  un  plan  fixe 354 

57  à  59.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface.  —  Jp- 
pîications  à  l' hyper boloïde  à  une  nappe  et  aux  co- 
noïdes       356,  357  et    358 

60.  Trouver  sur  Thyperboloïde  les  courbes  qui,  en  chacun  de 
leurs  points,  sont  tangentes  à  Tune  des  bissectrices  des 
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en  ce  point 36o 

01.         Trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du 

paraboloïde  xj  :=  az 365 

0"2.         Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  —  fait  partie 

d'un  système  triple  orthogonal,  et  trouver   les   deux 
autres  familles  du  système \ 366 

03.  Note  sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques      369 

6i.         Trouver  les  systèmes  orthogonaux   dont  font  partie  les 

sphères  a  ~  ; 074 
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X  Y  Z 
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X  Y  Z 

1 H =1, 

{I,  —  a       (Ji  —  b       fx  —  c 

X  Y  Z 

1 T    H =1 

V  —  a       V  —  a        V  —  c 

soit  orthogonal 387 

68.  Déterminer  la  fonction  U  de  a;,  jr,  z^  de  façon  que  le  système 

1 r  H =  U, 

p  —  a        p  —  b        p  —  c 

r*  r"  «*  „ 

{I,  —  a       (Ji  —  ô        (Ji  —  c 

X*  V*  «" 

h  -^  -h =U 

V  — a        V  —  b        V  —  c 

soit  orthogonal Sgi 
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78-81.     Application  à  la  recherche  des  lignes  de    courbure  ou 
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k  10.    Qaeitioni  Goncernant  1««  vAleor*  de  cerUiim  iotégnlc* 

définiM 444 

<  I.        Rteidni  pour  i=o  eti  =  »de1a  funelion 

F(0=7^*= 46r 

12.        Conâitiona  ponr  que  l'intégrale  /Rtsini,  ei»i)i^i  loil 

une  foDclioD  uniforme  et  périodique  de  z 4^ 

1-14.     DélermioatioD  de  Tonctioui  d'apré*  certaine*  cooditiona.    4^ 

EXERCICES  SUR  LES  FOHCTIOWS  MULTIFORMES 

>-^.      Calcul  de  certaine!  inlégralea  déBoIea,  «a  parlant  du 
théorème  de  Cauebj,  par  exemple, 

/■'  afdx  /•'       x^dx  /■•*•''     Cdx 

1-23.     Réiidui,  pour  a  =  o,  dei  roncllana 

»'  log  J3-0  '     »'         ,t      «"*  (  "«  tang»)' 49i 
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23.        Étude  des  différentes  déterminations  de  l'intégrale 
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24.  Fonctions  inverses  de  certaines  intégrales 5o5 

25.  Question  relative  à  la  fonction  sn  u 5io 

^6.  Déterminer  le  cercle  de  convergence  des  séries  de  Mac- 
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briques de  t 5ii 

27.        Exercices  sur  les  points  critiques  de  certaines  équations 

différentielles  et  de  leurs  intégrales  générales .     5 1 5  et    524 


RECUEIL  COMPLÉMENTAIRE 


D'EXERCICES 


SUR  LE 


CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


EXERaCES  SUR  LE  CALCUL  DIFFERENTIEL. 


Problème  n9  i. 
Etudier  les  variations  de  la  fonction 


1  . 


j^  =  X  -—  -  ungx  —  -sin  j: 


quand  x  varie  de  zéro  à  -  • 
Je  calcule  -r-  : 

aa: 

(îy                      I              2                  Scos'x-  —  I  —  2C0S*.r 
--  z=  I  —  5 ; cosx  =  5 5 

dy       ,  V  2  cos' j?  —  cos  a:  —  I 

—  =   I  — cos:r) r » 

dx       ^  '  ocos^iT 

dy  (l  —  COSJ:)'(2COSar -+- i) 

dx  3  cos'x  , 

T.  —  Bec.  I 


PREMIERE    PARTIE. 


Donc  —  est  toujours  négatif^  y  décroît  sans  cesse  quand  x 

dx 

varie  de  zéro  à  ->  et,  comme  y==^  o  pour  a:  =  o,  j^  est  né- 
gatif dans  tout  cet  intervalle  \  ainsi,  x  dAiignant  un  arc 
compris  entre  zéro  et  -  ?  on  a 


V  équation 


^1  2   . 

a:  <  -  tang.r  4-  -  siri:r, 
6  o 


Problème  n»  2. 


X 


{i)  arc  tang^ --—-—==  771 


I  -+-x^ 


a-t-elle  des  racines  réelles  ? 
Considérons  la  fonction 


nous  trouverons 


X 

arc 

tangor  — 

X 

• 

i-f-a:'' 

dx 

7,X^ 

• 

(l  -h  or 

t' 

cette  dérivée  étant  toujours  positive,  y  augmente  constam- 
ment  quand  x  varie  de  zéro  à  -j  pour  x  =  o^j  =-o\  pour 

x  =  -f-  co  ,  j^  =  -  5  quand  on  change  j:  en  —  a:,  7  se  change 

en  — j^.  Donc  l'équation  (1)  aura  une  racine  réelle  si  m  est 

compris  entre et  H —  5  cette  racine  aura  du  reste  le 

sii^ne  de  m;  si  m  est  en  dehors  des  limites  précédentes,  il 
n*y  aura  aucune  racine  réelle. 


L 
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Problème  n»  3. 
Combien  l'équation 

m 

arc  tang  JT  —  mx  =  o, 

dans  laquelle  m  est  une  quantité  positivée,  a-t-elle  de  ra- 
cines positives  ? 

En  prenant  arctangx  <^  -,  considérons  la  fonction 

j-  =r  arc  tango:  —  m.r, 

qui  donne  lieu  à  la  dérivée 

df I  î  —  m  —  m.r^ 

dx         I  ■+•  a:'  J  H-  a;' 

dy  , 
Si  m  est  plus  grand  que  i ,  y-  étant  toujours  négatif,  y  dé- 

croit  sans  cesse  :  il  varie  donc  de  zéro  à  —  oo    quand  x 
varie  de  zéro  à  -f-  oo  •,  si  m  est  plus  petit  que  i,  la  dérivée 

est  positive  quand  x  varie  de  zéro  k  i  / '-  ^y  augmenltî 

depuis  zéro  jusqu'à  un  certain  maximum 


/i  —  m  I 

y^  =z  arc  tang  i  / \jm  —  m' , 

pour  décroître  ensuite  de  ce  maximum  y^  jusqu'à  —  oo  ^ 

quand  x  varie  de  i/ à  -}-  oo  5  donc,  dans  le  cas  de 

m<[i,  Inéquation  proposée  a  une  racine  positive  et  une 
seule. 


I. 


PB£MI£EZ    PARTIS. 


ProUèma  n«  4. 


Faire  connaître  le  nombre  de  racines  comprises  entre 
zéro  et  it  de  l'équation 

(i)  — \— i=rm, 

dans  laquelle  m  désigne  une  quantité  positive  et  a  un 

angle  compris  entre  zéro  et  -•  (Cette  éqaation  se  présente 

dans  le  calcul  de  l'orbite  d'une  planète  à  l'aide  dé  trois 
observations.) 

ConsUiiisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

sînfo:  —  a) 
sin^j: 
on  trouve 

djr çînf  cos(a; —  a)  —  4^os^sîQ(-^ —  «) 

dx  sin^x 

{fy cosjrcosfar  —  a)  [tangx  —  /^taLng{x  —  a)] 

dx  siû*:r 

Cherchons  les  valeurs  de  x  qui  annulent 

tangx  —  4^°S('^  —  *)» 
nous  aurons 


,   ,  3  zhi'Q  —  ïô  tangua 

(2^  tango:  = ^^^ ^— • 

^  ^  2tanga 

3 
Supposons  d'abord  tanga  >  j  5  alors  les  valeurs  que  nous 

venons  de  trouver  pour  tango:  sont  imaginaires^  -^  est 

toujours  positif  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro 
et  TT  J  donc  y  croit  sans  cesse  de  —  c»  à  -{-  »  quand  x  varie 


r 
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de  zéro  à  tt.  Donc,  dans  ce  cas,  Téquation  (i)  admet  une 
racine  et  une  seule. 

3 
Supposons  maintenant  (fig»  i)  tanga  <^  y?  les  deux  va- 
leurs de  tango:,  fournies  par  Téquation  (2),  sont  réelles  et 
positives.  Soient  x*  et  x"  les  angles  aigus  correspondants  \ 
ce  variant  de  zéro  à  x\  y  croit  de  —  00  jusqu'à  un  certain 
maximum^']  \y  décroît  ensuite  jusqu'à  un  certain  minimum 
Y^  ]>  o,  qu'il  atteint  pour  x  =  x"\  enfin,  x  variant  de  x^* 
à  TT,  ^  croît  de  j^j  à  -*-  00  . 


V 

Fîg.  I. 

/ 

/ 

/    \             / 

/             ^^    ^- 

/ 

0 

/                                      * 

Si  donc  m  est  plus  petit  que  j^„  Téquation  (i)  aura  une 
seule  racine  entre  zéro  et  tt  5  elle  en  aura  trois  si  m  est 
compris  entre  y^  et  j^i,  et  une  seule  si  m  est  plus  grand 
que  ji. 


Problème  n^  5. 


Combien  V équation 


(0 


dans  laquelle  a  désigne  un  arc  compris  entre  zéro  et  -1 
et  m  une  quantité  positive,  a-t-elle  de  racines  réelles? 


6  raCMlÊKE 

Je  Tais  construire  la  cotiri>e  qui  a  pour  ëquatxm 

jr=zxe      »   ^"", 

les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la 
droite  j-  =  m  seront  les  racines  cherchées.  Formons  —  j 


M'-^'h^)y~- 


•!■«    ''  I 

JT— -» 


le  signe  de  cette  dérivée  sera  le  même  que  celui  de  l'ex- 
pression 

—  [2J-  —  sina(j:'-4-  i]']. 
Les  deux  racines  de  l'équation 

j:' : 1-1  =  0 

sina 


sont 


ce  a 

tanff  —     et     cot  —  : 
**  2  2 


on  aura  donc 

dr  sina/  a\    (  a\    -~^('-~) 


remarquons  que  tang-est  plus  petit  que  cot--  Pour 
ar  =  o,  ^  se  présente  sous  la  forme  o  X  QC  :  on  trouve  que 
y  est  infini  ;  —  sera  négatif  tant  que  x  sera  plus  petit  que 

^^g  ~'' J^  ^^^  donc  décroissant  :  son  minimum  est 


sina/,        «         .a\ 
CL (UDf COl-J 

^,=:tang-^      »   \      »        »/, 

2 
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OC  étant  compris  entre  tang  -  et  cot-»  ~-  est  positif  ;  y  croit 
jusqu'à  un  maximum  qui  a  lieu  pour  a:  =  cot-^  et  qui  est 

Xi  z=  cet  -  e-^**. 
2 


Enfîn,  X  variant  de  cot  -  à  -f-oo  ,y  décroit  sans  cesse  de 

y^  à  zéro.  Si  donc  m  est  plus  grand  que  cot-  e~*****,  Téqua- 
tion  (i)  aura  une  seule  racine  réelle 5  cette  racine  sera  com- 


a 


prise  entre  zéro  et  tang  -•  Si  m  est  compris  entre  cot  -  e 

Fîg.  a. 


— co««t 


et  tang-e*^*,  Téquation  (i)  aura  trois  racines  réelles  :  une 

entre  zéro  et  tang->  la  deuxième  entre  tang-  et  cot-?  la 

troisième  plus  grande  que  cot-«  Si  tw  est  plus  petit  que 

tang  -e*°'*,  Téquation  (i)  n*aura  qu'une  racine  réelle  plus 

grande  que  cot-* 

On  peut  remarquer  que  /ijK«  =  ^  5  cherchons  les  varia- 
tions  dej^i  et  de  j^j  quand  a  varie  de  zéro  à  -•  On  a 

dfx  ces' a 


dcK. 


^08  « 


2  cos'  - 
2 
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donc,  a  variant  de  zéro  à  - 1  j^i  croît  de  zéro  à  i  et,  par  suite, 

j ,  décroît  de  -H  00  à  1^  ainsî  ces  deux  quantités,  d'abord 
très-différentes,  finissent  par  devenir  égales.  La  fonction 

yz=xe    *^       "' 

m 

n'a  plus  de  maximum  ni  de  minimum  quand  x  varie  de 
zéro  à  -f-  00  5  elle  décroit  constamment  de  H-  oo  à  zéro.  La 
dérivée 

s'annule  bien  pour  a:  :^  i,  mais  sans  changer  de  signe. 

Problème  n»  6. 
Combien  V équation 
( I  )  arc  tangx  —  -^— — - — -    =  o 

a- 1- elle  de  racines  réelles?  On  prend  dans  tous  les  cas  lu 
valeur  de  arc  tango:  entre  les  limites et  -\ — 

2  2 

Construisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 


et  il  nous  suffira  de  chercher  les  points  où  cette  courbe 
coupe  l'axe  des  x. L'équation  (a)  ne  changeant  pas  quand 
on  change  a:  en  — a:  et ^  en  — JT^  '^  courbe  admet  l'origine 
pour  centre  \  les  racines  cherchées-  sont  donc  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires.  Pour  j:  =  o,  j  =  o\  pour 

X  =  H-  00  ,  la  fraction  5-— ^ — r   n      ->  est  nulle,  r  est  égal  à 
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te  dy 

~  •  Afin  de  savoir  comment  varie  j^  je  forme  —  •,  je  trouve 

dy  __       I 

dx         1  H-  J7* 

(T3j:«+3j:)(i2.T»-H28j:)~(39.r»4-3)(33:<-|-l4^'+3) 

(3a?«-+-l4^*-H3)'  ' 

et,  après  certaines  réductions,  il  vient 

dy  i6^(3^^ — ix^ — i) 


dx        (n-or'J  (3x^  +  14^'+ 3)' 

ou  bien 

dy  i6.r<(3x'-i- i)(a:* — 1) 

di  ~'  (i  -4-  x')  (3  JT^-H  i4.r»-+-  3")'  ' 

cette  dérivée  est  négative  pour  x<^i^  positive  pour  x  ^  i  ; 
donc  jr  décroit  tant  que  x  est  plus  petit  que  i  ;  par  consé- 
quent, dans  cet  intervalle,  la  valeur  de  r  est  négative;  son 
minimum  est 

J.=  7—   g  =—0,0146 

pour  X  compris  entre  i  et  -h  oo  ,  j^  croît  sans  cesse  \  il  est 

égal  à  H —  pour  x=  -I-  oo  5  donc  il  existe  une  valeur  x^ 

comprise  entre. -h  i  et  -f-00  ,  qui  annule  y^  et  il  n'y  en  a 
qu'une  seule.  Pour  x  ==  ^(3,  on  trouve 


y  =  -^\n 


3V        4 


quantité  positive;  donc  x^  est  compris  entre  t-  et  —  •  Ainsi 

4      ^ 

l'équation  (i)  admet  les  trois  racines  réelles  o,  -+- x©  et 
—  Xo,  Xq  étant  compris  entre  j  et  ,• 


*0  PREMliUB    PAKTIE. 


Problème  n»  7. 
L'équation 

(i)  €'yf^^'=.m{x  ^sjx^—i) 

dans  laquelle  on  suppose  m  >o,  est- elle  vérifiée  par  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  x  supérieures  à  i? 

Considérons  la  fonction 

(2)  y=  ; — ? 

X  +  V  J7^ I 

et  demandons-nous  si,  x  variant  de  -hi  à  H-  oo  ,  cette  fonc- 
tion peut  devenir  égale  à  m.  Pour  x  =  j  ,  j^  =  i  •,  pour 
x  =  -|-oo,j=-+-oo.  De  Téquation  (  2  )  nous  tirons 

logj  =  X  ^x^ —  I  —  log(j:  H-  y/x*  —  I  ), 
1   dy  x^ 


,    ^       , -i-s/x^—i =2^x^—1; 

-^  a  toujours  le  signe  -h  ^  donc,  x  variant  de  -i-  1  à  -4-  oo  , 

y  augmente  constamment  de  i  à  -h  oo  •,  donc  l'équation  (1) 
admet  une  racine  x  supérieure  à  1 ,  et  une  seule  si  m  est 
plus  grand  que  i  :  elle  n'en  admet  pas  si  în  est  plus  petit 
que  I . 

Problème  n»  8. 

L'équation  tangz  =  z  a-t^elle  des  racines  imaginaires 

de  la  forme  z  =  X'hj'  ^ — 1  ? 

On  sait  que  cette  équation  a  une  infinité  de  racines 
réelles',  cherchons  si  elle  admet  des  racines  imaginaires. 
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Oii  devra  avoir,  en  faisant  z  =  x  -4- r  \/ —  i , 


z  =  tangz 
ou 


M  y sini.r -t- >^i/ — i) 

fi)  .  /  a7^-jf-i  =  tangz=:r  —1 '-^h=--\ 

^    '  \  cos\x  •^xsj—i) 

sin  2  j:  -f-  sin  (  2/  \/ —  i  )  ^ 

C0S2ar  4-  cos(2j  sj — i) 


mais 

e^I^  e-^r    

sin(2jrv/— '}=  — :; — v  — 'i 

C0S(^2J  y—  Ijzzz   — 


il  viendra  donc 


2         ' 


e^  __  e-v 


sin  7.x  H \/ — 


1 


(2)  J:-4-y\/ — 


^2/  +  er^r      ' 
ces  2  a: 


égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  yj —  i,  et 
nous  aurons 


sin2.r 

X  =.   : 


005  20: 


2 

(3)  \  cr—e-^r 


y  — 


ces  2  a:  H 


On  tire  de  là,  par  division,  en  supposant  x  q\.j  différents 
de  zéro, 

, , .                                  sin  2  a:        c^y —  cr^y 
(4)  — _  = 

2  J? 
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Or  le  second  membre  de  cette  équation  développé  en  série 
convergente  est  égal  à 

^y  1.2.3        1.2.3.4.5 

• 

il  est  toujours  supérieur  à  i,  sauf  pour  j^  =  o,  auquel  cas 
il  est  égal  à  i .  Le  premier  membre  de  Téquation  (  4  )  est 
toujours  plus  petit  que  i  \  Téquation  (4)  est  donc  impossible, 
et,  par  suite,  il  faut  que,  dans  les  équations  (3),  j:  ou  j^  soit 
nul.  Je  dis  que,  si  x  est  égal  à  zéro,  il  en  est  forcément  de 
même  àey\  en  effet,  dans  Téquation  (2),  faisons  a:  =  o,  et 
il  viendra 

5  evr—er^ 


y  = 


ou  bien 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  les   exponentielles  par  leurs 
développements  en  séries  suivant  les  puissances  de  j'*, 


r'     .        y 


.4 


1.2.3         r .2.3.4 '5 

T  ! • 

y-L  yK  ' 

I .2  I .2.0.4 

les  termes  du  numérateur  de  la  fraction  du  second  membre 
sont  respectivement  inférieurs  à  ceux  du  dénominateur; 
donc  le  second  membre  est  toujours  plus  petit  que  i, 
excepté  pour  y"=,o.  Ainsi  la  dernière  équation,  pour  être 
satisfaite,  exige  que  y  soit  nul  \  la  supposition  de  j:  =  o 
entraîne  donc  j^  =  o,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  r  =  o, 
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auquel  cas  Téquation  (  a)  deviendra 

X  =z  tangj?; 

donc  réquatîon  tangz  =  z  n'a  pas  de  racines  imaginaircsl 

Problème  n»  9. 

.   L'équation  tang  z  =  kz  a-t-elle  des  racines  imaginaires  ? 
Faisons 


et  l'équation 

(i)  A'zz=:  tangz 

deviendra 


(l)  X(.r-f..;rv'-i)  = 


sm2x  H V — ' 

2 
C0S2J: 


Cette  équation  donne  les  deux  suivantes  : 

sia2.r 


A'X  = 


C0S2Jr  H 


2 

(3)  {  e'r^er^ 

2 


/J  = 


C0S2.r  H 


on  en  déduit  par  division,  en  supposant  x  ^X,  y  différents 

de  zéro, 

sin2J: é^^ —  er'^y 

*ix  ^y 

et  nous  avons  vu,  dans  le  problème  précédent,  que  cette 


» 
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équation  est  impossible;  il  faut  donc. admettre)  ou  bien  que 
j  =  o,  et  alors  l'équation  (i)  n'aurait  pas  de  racines  ima- 
ginaires, ou  bien  que  x==o.  Dans  Téquation  (2),  faisons 
:r  ==  o,  et  nous  aurons 


^îr-f-^-v^-a 


ou 

(4) 


/f7  = 


Pour  savoir  si  cette  équation  admet  des  racines  réelles, 
je  vais  construire  la  courbe  représentée  par  Téquation 


(5) 


U 


er-hc-y 


et  je  n'aurai  qu'à  chercher  les  points  où  cette  courbe  est 
coupée  par  la  droite  u  =  ky.  On  a 


du 


,_r\5' 


cfy        {cr  -4-  e-r) 

u  croit   constamment  avec  j^;  pour  j^  =  o,  m  =  o-,   pour 
y  =  -i-oo  ,  ?*==  15  nous  obtenons  ainsi  [fig^'i)  la  branche 

Fig.  3. 


infinie  OC  tangente  en  O  à  la  bissectrice  de  l'angle  uOjr\ 
car,  pour  j:=  o, 

du 

dy  ~    * 
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La  courbe  est  située  au-dessous  de  cette  tangente,  car,  en 
développant  les  exponentielles,  on  a 

I  -^  -^^—s.  -!-  .  .  . 
I  .2,3 

ur^y --^ 5 

y 

I  .2 

c'est  à-dire 

Enfin,  l'origine  étant  le  centre  de  la  courbe,  nous  trace- 
rons facilement  la  branche  OC  répondant  aux  valeurs  néga- 
tives dej)^. 

Cela  posé,  si  h  est  plus  grand,  que  \ ,  la  droite  u  =  hj  est 
une  droite  telle  que  OB,  comprise  dans  Tangle  uOK\  elle 
ne  coupe  pas  la  courbe  :  l'équation  (i)  n*a  donc  pas  de  ra- 
cines imaginaires. 

Si  /r  est  plus  petit  que  i ,  la  droite  u  :=:=  liy  est  comprise 
dans  r angle  AOj^  :  elle  coupe  la  courbe  en  deux  points  C 
et  C'^  on  trouve  deux  valeurs  H-Jo  ^t  — jç^  pour  j)^.  La 
conclusion  est  donc  la  suivante  : 

L'équation  tang-2==Az  n'a  pas  de  racines  imaginaires 
si  h  est  plus  grand  que  i  \  elle  en  a  deux,  et  deux  seulement, 

si=— .r«V^— I    et    z^  —  ^^r^sT-x, 

si  h  est  plus  petit  que  i . 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  les  pro- 
positions suivantes  : 

1°  U  équation  tang^  ==hz  -^  h^  où  h  n'est  pas  nul,  na 
pas  de  racines  imaginaires  si  h  est  égal  à  zéro,  ou  plus 
petit  que  zéro, 

2°  L'équation  tang^  =  —  - .-  na  pas  de  racines  ima- 
ginaires si  a  est  plus  grand  que  J,  b  étant  positif. 


i 


i< 


l6  PIŒHIÈRE    PARTIE. 

3°  L'équation  tangz= ^n  a  que  des  racines  réelles 

et  des  racines  imaginaires  de  la  forme  «  =  Ç  ^ —  i ,  elle 
n'a  point  de  racines  imaginaires  dans  lesquelles  la  partie 
réelle  soit  différente  de  zéro. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  est  tiré  presque  textuelle- 
ment du  premier  volumei  des  anciens  Exercices  de  Mathé- 
matiques de  Canchy.      , 


>  Problème  n«  10. 

Appliquer  la  formule  de  Leibnitz  à  la  recherche  de 
i  expression 

i  U-^û?** — '-• 

La  formule  de  Leibnitz  est 

<f".tt('  d'^v        n  du  flf«-'f» 


u 1 ; — 7  •+...: 


d.L^  dx^         I   dx  da^^ 

nous  ferons  ici 
et  nous  trouverons 

(0      I 

On  peut  obtenir  cette  dérivée  d'une  autre  façon;  en  effet, 
en  développant  (i  —  x)"  par  la  formule  du  binôme,  on 
trouve 


j.n 
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On  a  donc  aussi 

(    U„=(-"l)''     2/l(2«--l)..,(/H-l)x» 

(in  —  l)(2/i  —  2).  .  .  «j:»-«-4-.  .  .     . 

Comparons  les  expressions  (i)  et  (2)  deU„,  et,  en  parti- 
culier, les  coefficients  de  x^  dans  ces  deux  expressions,  et 
nous  trouverons 

,...3....«(-,)»|.+  (^)V[^^^]V.   .j 

=  (—  l)"  2/1(2  72  —  l).  .  .(/l-h  l), 


d'où 

I-f- 


/nY  (/2  H-  i)(/H-  2).  .  .  2/1 

I  —  I   -f".  .  .  -f-[:=  9 

\  I /  I .2.  . . W 


ce  qui  est  une  formule  connue  pour  Texpression  de  la 
somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 


Problème  n«  11. 
Prouver  que  l'on  a 


«-'   /x—  cota\  _     Ffx) 
?^  \    I  -h  ar^    j  ~"  (^•-'-l-i)'»' 


OÙ  F(x)  est  un  polynôme  de  degré  n-^  montrer  que,  quel 
que  soit  l'angle  a,  V équation  F(x)  =  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  et  donner  l'expression  de  ces  racines. 

On  a  en  eflfet,  en  faisant  pour  un  instant  cota  =  a. 


X — a  ifi  —  ayj —  i  i  -f-  a  \J —  1  | 

T.  —  Rec,  2 
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et,  en  prenant  les  dérivées  {n  —  i  )**«•', 


I  .2.  .  ,{n  —  ij  d.r^~^ 

Nous  avons  donc 

F(a:)  =  LJ1_- ,  .2.3.  .  .(«  -  l) 

X  [(i  ~  a  y/^i")  (^  -  V/^)  V(  I  +  «  V^^j  (.r  +  v^=7)"], 

expression  d'où  les  imaginaires  doivent  disparaître  ^  faisons 
et  il  viendra 

I      r      (i  —  a^ — i)(cos/20 — ^ — I  sin/2ô)l 
sin"ô  L-f-(i  -f.  a  /^)  (cos/10  -4-  ^^sin/iO)  j 

2 

r-  -: — -  (cos/2 0  —  ûf  sin/i ô  ) 


sin"  ô 

2$in/zO 
sin"0 


(cot/iô  —  cota). 


Ainsi  les  racines  de  Téquation  Y[x)  =  o  seront  données 
par  l'équation 

tang/iO  =  tanga; 

ces  racines  seront  donc 

a                         /a       ïr\                               /a        n  —  i     \ 
ar,=  tang-î   a7î=tangl -H~- jî«»M  ar„=tangl-H ir  J  - 
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Problème  n«  12. 
Prouver  que  la  fonction  y  de  x  définie  par  V équation 

(i)  arccosJ  =  log^^j 

vérifie  V équation  différentielle  linéaire 

Eu  difTérentiant  une  première  fois  réquation  (i),  on 
trouve 

dy  dx 

(3)  ~    ,         -     =n  — 

V«* — y^  "^ 

ou  bien 

dy  I 

Différentions  de  nouveau,  et  nous  aurons 

da?        dx        Jq% y\  dx 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3), 

d'^r  dy 

différentions  n  fois  à  Taide  de  la  formule  de  Leîbnîtz,  et  il 
viendra 

d'^'^y  d'*+W  ,  d^y  d'^'y 

.r*  -,    ^-  -4-  nnx   ,    j;.  -f-  n[n  —  i)  --^  -t-  -^ -; — tt 


fin  y  fin  y 


n  -—^ — h  /«*  -r-  ==:  o  ; 


en  réduisant,  on  tombe  sur  Téquation  (2). 

2. 
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Problème  n^  13. 


Trouver  Iti  dérivée  n'*""  dey  =  cf. 

Ona 

(0 

I 

(2) 

dx            *'      ' 

On  est  conduit  à  poser 

Q„  étant  un  polynôme  de  la  forme 

Il  faut  trouver  la  loi  des  coefficients  ^i,  a,, . . . ,  a„_i. 
Des  deux  équations  (i)  et  (a),  je  tire 

(5)  -'|-*-^  =  «>- 

Je  prends  la  dérivée  n'^'"'  du  premier  membre  de  cette 
équation,  en  appliquant  la  formule  de  Leibnitz,  et  j'obtiens 

dans  cette  équation,  je  remplace      ^^,  ->    ,—  >      ^_,   respec- 
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tîvement  par 

T  X  I 

valeurs  tîrëes  de  la  formule  (3),  et  je  trouve,  en  suppri- 
niant  le  facteur  commun  e^^ 

(6)  Qn+i—  (2Wa:-l-l)Q„-|-/2(/2  —  l)x'Q„.,=:0; 

nous  avons  ainsi  une  relation  entre  les  trois  polynômes 
consécutifs  Q„_,,  Q„,  Q„+i. 

Je  diflférentie  la  formule  (3),  ce  qui  me  donne 


fi^+iy 


(iaf^^ 


^  ==:  (—  i)»^  i  ar-^«  -^  —  (2/1:1:  H-  l)ar-^'"'^Çln  Y 


ou  bien,  en  remplaçant      ^^  par  ( — i)""*"*J:^"'"""'Qn+i^', 

Q„^.,  —  (  2  72  X  +  I  )  Q„  -♦-  .r '  -^  1=  0 . 

Comparant  cette  formule  à  la  formule  (6),  on  en  conclut 

(7)  S  =  ''(''-''*5"- 

Voilà  encore  une  relation  importante  entre  nos  polynômes. 
Je  dilTérentie  les  deux  membres  de  la  dernière  équation, 
je  trouve 

la  formule  (7),  où  l'on  remplace  n  par  n  —  i ,  donne 


l^  =  («_l)(«_2)Q^„ 
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et,  des  deux  dernières  formules,  on  déduit 
(8)  î?!9?  =  „(„_,).(„_  2)  Q,_,. 

Dans  l'expression  (6),  je  remplace  n  par  n  —  i,  ce  qui 
me  donne 

et,  entre  les  équations  (7),  (8),  (9),  j'élimine  Q„»i  etQ„_2. 
Je  suis  ainsi  conduit  à  l'équation 

Nous  avons  ainsi  formé  une  équation  différentielle  li--* 
néaire  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  Q„. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  l'expression  (4)  de  Q„  dans 
cette  équation,  et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  a:,  on  aura  des  relations  propres  à  déter- 
miner les  coefficients  a^,  a,, . . . ,  a„_i.  Le  coefficient  de  x^ 
est,  comme  on  s'en  assure  aisément. 


^Ap  {P  —  ')  —  2p{n  —  i)-hn(n  —  i)]  —  {p-h  i)flp+, 

ou 

•     «/^(«-~^)(^--/^  — O—fP-^-O^/^i- 
On  aura  donc 

«/'^«- JZ^, ^/>5 

en  faisant  successivement  /?  =  o,  i,  2, .  • . ,  et  remplaçant 
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aQ  par  i ,  on  trouvera 


ai 


a>  = 


«3  = 


7(«-0. 

n{n  —  i) 


1.2 

n{n  —  i)(/2 


(„_,)(,j_2), 


I  .2.3 


^i(^-l)(,l 


2)(/î—  3), 


Nous  aurons  donc 


(") 


^_(— '/i 


r/j?" 


X 


3a 


«^    iH (n  —  i)x 


I  .2 


(/l  — l)(/2  — 2)x»H- 


..] 


Problème  n«  14. 


Trouv^er  la  dérwée  n'*'"'  c?e  cp  (  -  j 
Soient jr  =  9^^^,  a=i; 


on  trouve  successivement 


cfy 

dx 

dx' 

d^y^ 
dx^ 


X' 


?'(«). 


=  +r;  [?"(«) +  2^  ?'(«)]. 


=  - ZïC?"!")  +  6x?'(«) +6.r«.p(«)], 


''"r  _  (— i)" 


rfjT" 


■)J> 


[î»C")(tt)  -f-  6,^y(«-')(«)  -H  ^,.rîç(«-')(tt)  4-.  .  .J, 


les  coefficients  b^^h^^. ,  ,  étant  indépendants  de  la  tonc- 
tîon  y(u) ^  faisons,  pour  déterminer  ceis  coefficients,  y  (u)  =  <?", 
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I 
et  nous  aurons,  en  supprimant  e*  dans  les  deux  membres, 


I 


comparant  cette  expression  ^vec  celle  trouvée  dans  Texer- 

I 
cice  précédent  pour  la  dérivée  ti**"*'  de  e^',  nous  voyons  que 

Oi=— (rt  —  TJ,      021= — ■ -\n  —  i)  (/î  —  î),.... 

1  1    •  ^ 

Nous  avons  donc,  pour  la  formule  cherchée, 

n'n  —  i) ,  .,  ,        ,      Si  s  1 

H- -^(w— l)(/i  — 2).r«ç(''-')(tt)-f-...    . 


Problème  n»  15. 

Trouver  la  dérivée  /i'**"*  rf^  J^  =  C"**. 
On  trouve  successivement 

(i)  r  =  ^''; 
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et  Ton  est  conduit  à  poser 

(3)  ^  =  '^''^'" 

U„  étant  un  polynôme  de  la  forme 

(4)  U„=  (—  7.xY  -*-  fl2.r»-*  H-  a^x"^  -f-  .  .  . , 

a2,a4,. .  •  désignant  des  coefficients  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

(5)  g+2^j.=  0, 

et,  en  di£férentiant  n  fois  et  appliquant  la  formule  de 
Leibnitz, 

-z h  2.r  — -i-  -f-  2«  -; ==:  O; 

dans  cette  expression,  je  remplace  les  dérivées  d'ordres 
72  H- 1,  72 ,  n  —  I  respectivement  par  e^-^'U^+i ,  e~''U„, 
e~''U„_i,  je  supprime  le  facteur  commun  e~'*,  et  je  trouve 

(6)  U,+,  -h  nxVn-h  ^nVn-t  =  o. 

Voilà  une  relation  simple  entre  Irois  polynômes  consécu- 
tifs; je  diUérentie  l'expression  (3),  ce  qui  me  donne 


d^+ 
dx^ 


Je  remplace  dans  cette  équation       ^^  par  e~'*U„^.i,  je  sup- 
prime le  facteur  commun  e""'*,  et  j'arrive  à  l'équation 

dJ], 


dx 


=  U„+,  -+-  2JrU„, 


26  PREMIÈBE    PARTIE. 

qui,  en  vertu  de  la  relation  (6),  se  réduit  à 
(7)  —  =  -2«U,_,; 

j'ca  déduis  par  la  dîiférentiation 

dx^  dx    ' 

mais  la  formule  (7),  quand  on  y  remplace  n  par  n —  t, 
donne 


dx 


=  —2(71  —  i)U„« 


1» 


et  des  deux  dernières  formules  je  conclus 

(8)  ^=4„(„_,)u^,. 

Dans  la  relation  (6),  en  remplaçant  n  par  n  —  i,  je  trouve 

(9)  U„-H  2a:U„-., -f-  2(7?  —  i)U„»2  =  0; 

éliminant  U„.i  et  U„_2  entre  les  équations  (7),  (8),  (9),  il 
vient 

Voilà  donc  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  la- 
quelle satisfait  le  polynôme  U„. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu*à  remplacer  dans  cette  équation 
U„  par  l'expression  (4)^  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  a:,  nous  aurons  des  équations  propres 
à  déterminer  les  coefficients  a,,  a^,. . . .  On  trouve  que  le 
coefficient  de  x"~*''~'  est  égal  à 

[n  —  ip)  [n  —  ip  —  \)atp-\r  /{{p  -f  l) «»/,+>; 
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on  a  donc 

faisant  successivement  p  =zo^  i ,  q,  . . . ,  nous  aurons 

«2  = ^^ ^  -75 

ï  2* 

wf/i— I;(/2  —  2)(n  —  3)  rto 
1.2  2* 


;»rr? 


L'expression  à  laquelle  nous  arrivons  pour  la  dérivée  n* 
de  é?~'*  est  donc 

(il)  < 

i  /ïf«  — 1)(/2—- 2)f«  — 3)  ,         ,      ^  "1 

(       •  -^ ^^TT^^ ^M--...J 

L'équation 

U,=  o     ou     (2Xf ^  (2a:)'»-'-f-.  .  .  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles  5  cela  résulte  très-simplement  du 
théorème  de  RoUe.  En  effet,  la  fonction  y  =  e"*'  s'annule 
pour  x  =  —  00  eta:=:-f-oo^  entre  ces  limites ,  elle  est 
fonction  continue  de  x  ^  donc  la  dérivée  s'annule  au  moins 
une  fois  quand  x  varie  de  —  oo  à  -j-  oo  ;  soit  «  cette  valeur 
dex  qui  annule  la  dérivée  dej"  ou  e""'*Ui  :  elle  annule  donc 
Ui.  Nous  voyons  que  la  dérivée  s'annule  pour  x  =  —  00  , 
:r  =  a,  j:  =  -h  00  ;  entre  ces  limites,  elle  est  fonction  con- 
tinue de  X  ;  donc  sa  dérivée  ou  e""'*Uj  s'annulera  au  moins 
pour  deux  valeurs  |3  et  y  de  a:,  ^  étant  compris  entre  —  00 
et  a,  7  entre  a  et  4-  00  5  jS  et  y  sont  donc  les  racines  de  l'é- 
quation Uj  =  o,  qui  est  du  second  degré.  On  montrera  de 
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môme  que  la  fonction  e"''U„  s'annulant  pour  a:  =  —  oo  , 
a:  =  P,  j:  =  y,  j:  =  -|-qo,  sa  dérivée  e~''Us  aura  trois  ra- 
cines cï,  8,  Ç  comprises,  $  entre  —  oo  et  P,  e  entre  (3  et  y, 
^  entre  y  et  H-  oo  ^  l'équation  Uj  =  o,  qui  est  du  troisième 
degré,  aura  donc  ses  trois  racines  réelles.  On  arrivera  ainsi 
à  montrer  que  Téquation  U„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  prouver  que  les  ra- 
cines de  Téquation  U„=  o  sont  comprises,  en  valeur  abso- 

1                      1              /n(n —  I  ) 
lue,  entre  -^  et  i  /  -^ • 

Les  résultats  précédents  sont  dus  à  M.  Hermite. 


Problème  n«  16. 

Trouver  la  dérwée  rû^""^  dej=(f{x*). 

Soient   j:' =  a,  j^  =  y (i/)',    on   trouve    de  proche   en 
proche 


^19  ^s<)  •  •  •  »  étant  des  coefficients  indépendants  de  la  nature 
de  la  fonction  q;  nous  les  déterminerons  en  remplaçant  dans 
l'équation  précédentes^  par  la  fonction  particulière  e"''^ 
nous  trouverons  ainsi 


'-^Jr^  =  (~  ï/^'lt^^)"- ^.(a.r)'-'^  ^,(20:)»-*--.  .  .]; 

comparant   cette    expression   avec  l'expression  (  1 1  ) ,   on 
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voit  que 

__7l(/?  — l)  ^   __/l(/»-l)(/»-2)(/2-3) 

e^i  — 9       Oj  — —  9  •  •  •  • 

I  I  .2 

et  il  en  résulte  la  formule 

«(/l— l)(/2--2)  /ï— 3),     .,      ,    ,      .w    X     • 

4-  _J L 1 i  (2x)«-*<^('«-»)(tt)-L..... 

APPL1CA.TIONS. 

.    i*'  Faîsons 

f(«)=(i-«ri, 

d'où 

et  nous  trouverons 

j~^ =1.3.0.  .  .(2W  -h  i)  ( —  J?)"  VI  — ^* 


L  I  .2.3       \  X  ) 


/2(/2— i)(/7~2)(/z~-3)  /"y/i— .r»Y  1 


1.2.3.4.5  \ 

ou,  en  changeant  /z  en  tz  —  i , 

'Z!!l!lL:ii'^^!nZ  — (— 1>-'  '3.5..  .(2/?  — i) 


[n        ^   / «(w — \\{n — 2)  /  ; V,  "1 

I  1  •  2 .  O  ,1 

Or,  si  Ton  pose  x  =  cos  y,  Texpression  entre  parenthèses 
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devient 

n  .     .  n(n  —  i\[n  —  2) 

-  cos**"*  «sin® '■ ^-^, -'  cos"""^©  sm*o  H- . . . . 

I  ^  1.2.3  ^  ^ 

C'est  Texpression  de  siiiTi^  =  8in(7zarccosj:)^  on  a  donc 


^<       "  — ^j     '       /      >    .  1.3.5. .  .(2/1  — i)  .    ,  . 

- — ^ —i =  (-—  I  )"-• ^ '-  sm  (72  arc  cosa?  )  ; 

cette  formule  est  due  à  Jacobi. 

1^  Posons  ©  (a)  = ,  n=im  —  i ,  il  viendra 

*  ^    '       1  -I-  w  ' 

et  la  formule  (11)  donnera 

r/'"arctane:i:      ,       ,  «       . 

jj-r-^  =  (-i)^'i.2.3...(m-,) 

[(2.r)'«->  771 —  2       (247  )"^' 

(H-a?»)-"'  i         (H-.r«)"-' 

(771  —  3.)  (771  — 4)        {2.r)'«-*  1 

posons  X  =  tangq),  et  il  viendra 
J^arctanffj?      ,       ,  «       ,  x 

°      =:r(—l)"— ^1.2.3.  .  .(771—  I  )  C0S"'+ '  <p 

(2sm<p)'"-' (2sm9)'""-' 

(772—  3)  (771  —  4)    ,        .        .        ,  1 


1.2 


3®  Posons  cj)(m)  =    .,   .   -  ?  n=  jH  —  i,  et  nous  aurons 
...   .       1.3. 5... (20  —  1),  ,v~p— î- 
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La  formule  (ii)  donnera  donc 

d  "  arc  sin:c ^  ^       .  «v/^X" 


djtf" 


.3.5. ..(2/71  —  3)  \~r^t\ 

X  [V^'-^'  ^  (;n-i)(/n-2)  /y/i-^AH 
L      ^  2(2/» — 3)      \      X      )  \ 

^    (;n-~i)(/w-2)(m-3)(m-4)/v/i-.r»Y  ^  ^  ^^ 

2.4(27W — 3)(2/W—  5)       \        ^        / 


Problème  n»  17. 

Trouver  la  dérwée  d* ordre  n  dej=  arcsino:. 

Nous  avons  déjà  donné  une  expression  de  cette  dérivée 
en  partant  de  la  formule  qui  fait  connaître  la  dérivée  n**** 
de  y(j^*)  ^  nous  en  aurions  une  nouvelle  en  cherchant 

I  — J.  ± 

la  dérivée  In  — - 1)""*'  de -^=  ==  (i  —  x)    »  (i  4-  x)"  ^  et 

appliquant  la  formule  de  Leibnitz.  Cette  formule  se  trouve 
dans  les  Exercices  de  M.  Frenet,  p.  84. 

Nous  allons  suivre  une  autre  méthode,  semblable  à  celle 

I 

employée  dans  le  cas  de  e~''  et  e'  -,  faisons 

et  nous  aurons 

^n+i  arc  sinx d'*x 

Or  on  trouve  successivement 

dx  _        X        ^ 


<^>  d. 


(I  -  x>f 
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d*X  I  -f-  aJC* 

d^r        g-r  4-  6.r* 
djc*  ^^       ^  ^  ' 

dx*  I 


on  est  conduit  à  poser 

P„  étant  un  polynôme  de  degré  /i,  pair  ou  impair,  en  même 

temps  que  /z,  et  dans  lequel  le  coefficient  de  j:"  est  i  .2.3 . .  .w  ; 

d*r 
ainsi  ce  coefficient  est  6  =1.2. 3  dans  -— ->  il  est  24=  1.2. 3. 4 

d*Y       '    ,  , 

dans  "—  ?  et  Ton  démontre  sans  peine  que,  si  on  le  suppose 

d'*  Y 
égal  à  1 .2. 3.. .72  dans  — — >  onletrouveraégalài  .2.3...(«-+-i) 

dans  la  dérivée  suivante. 

Pour  déterminer  les  autres  coefficients  de  P„,  nous  allons 
trouver  une  équation  linéaire  dont  P„  est  une  solution,  en 
opérant  comme  il  suit  :  des  équations  (i)  et  (2)  nous  ti- 
rons 

nous  différentions  n  fois  cette  équation  à  Taide  de  la  for- 
mule de  Leibnkz,  et  nous  trouvons 

(i  —  :rM- -— inx  — ^  —nin-—  i)- 


fin  y  û?n-»V 

dz-"  dx"-' 


—  .r  —r—  —  n =  G  ; 
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réduisant  et  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées 
de  Téquation  (3),  dans  laquelle  on  remplace  n  par  w  -h  i, 
n  et  «  —  I ,  nous  aurons 

(4)  ?„+,—  (2«  +  l)^P„—  «'(l  —  -^'jP/i-i  =  O. 

Je  différentie  l'équation  (3),  ce  qui  me  donne,  en  rem- 
plaçant  immédiatement  -r-^^  par '^ — -^  » 

1  —  .r*  dx 

OU  bien,  en  tenant  compte  de  la  relation  (4), 

(5)  ^"  =  «'^»-- 

De  cette  dernière  équation  je  tire 

=  n} ; — • 

dx^  dx 

Or  l'équation  (5),  quand  on  y  change  nenn  —  i ,  donne 


dx 


=  (/î-i)^P;^,; 


nous  concluons  de  là  que 

entre  les  équations  (4),  (5)  et  (6),  nous  éliminons  P„_i  et 
Prt-tî  et  nous  trouvons 

d^V  dV 

(7)  (,-^)^  +  (2«-.)x^-«'P,  =  o. 

VoUà  une  équation  diflerentielle  linéaire  qui  va  nous  servir 
T.—  Rec,  3 
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à  détermirier  les  coefficients  du  polynôme  P„.  Posons 

P„  =  A.  j:" -4- Al  a:»-* -h  A,  a:«-*  4- 

Substituons  cette  expression  dans  Téquation  (7),  égalons  à 
zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a:,  et  nous 
aurons  les  relations  suivantes  : 

—  2' A,  -h  /î  (/i  —  1  )  A,  =  o, 

—  4*'A.2-4-  {«  —  2)  (w—  3)  A,  =;  o, 


d*où  Ton  tire 

A. 


A,= 


n[n—\)  I 

1.2         2 

n[n  —  î)  (/?  —  2)  [n  —  3)  i  .3 


T .2.34 


2.4 


A#9 


Nous  aurons  donc,  en  remplaçant  A©  par  sa  valeur, 
I         c?"^'arcsin^ 


1 .2.  •  ./z 


d:r»+« 


I  r  n(n  —  i)  I 


//(//  —  l)(/i — 2)(/2 — 3)   1.3        _ 


n[n — \)[n — 2)(/2 — 3)(« — 4)('* — ^)  i»3.5 
I .2.3.4-S-6 


1 .2.3.4         ^'4 

2.4.6''''"'"^    -J 


Dans  la  formule 


^/" 


v^ 


1  —  .r^ 


P« 


^,r' 


(i-.r^)"'*-!' 


changeons  x en  x>J—i\  nous  en  déduirons 


é/" 


v/i  -f-x'  ___ 


c^or" 


(1  +  ^') 


I 
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et  nous  aurons  cette  expression  du  polynôme  Q„ 

^  • I .2. . .«  1.2         2 

I .1  3.4  2.4 

L'équation  Q„=  o  a  toutes  ses  racines  réelles^  on  le  dé- 
montre à  Taide  du  théorème  de  Rolle,  comme,  on  Ta  fait 
pour  Téquation  U„=  o,  à  propos  de  la  dérivée  n"""'  de  e~'*. 

En  effet  la  fonction  ——==  9  qui  s'annule  pour  x  =  —  00 

yi  4-.r* 

et  j:=-f-  00  ,  reste  finie  et  continue  dans  tout  cet  intervalle  ; 
donc  sa  dérivée  ou * — -  s'annule  pour  une  valeur  x=a 

comprise  entre  —  00  et  -4-  00  ;  a  est  la  racine  unique  de 
l'équation  Q^  =  o.  L'expression ' — j  s'annulant  pour 

a:==  —  00,  X  =  oL^  x=  -h  co  y  et  restant  finie  et  continue, 
sa  dérivée  s'annule  au  moins  pour  deux  valeurs  j3  et  y  de  Xj 
P  étant  compris  entre  — oo  et  a,  7  entre  a  et  -f-  00  5  cette 

dérivée  est  d'ailleurs — j-;  donc  l'équation  Q,=:  o,  qui 

est  du  second  degré,  a  ses  deux  racines  réelles,  |3  et  y;  en 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  démon- 
trer que  l'équation  Q„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  allons,  pour  terminer  ce  sujet,  donner,  d'après 
M.  Hermite,  un  dernier  moyen  pour  arriver  à  la  dérivée 


x^ 


\/l  —  x^  ^14- 

Considérons  l'intégrale  définie 


r ^r=' 

J_,      (a  — xjv'i— JT» 

3. 
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is  laquelle  «  ]>  i ,  et  où,  par  conséquent,  l'élément  difle- 
tieî  n'est  jamais  infini,  excepté  aux  limites.  Pour  ob- 
ir  la  valeur  de  cette  intégrale,  nous  emploierons  l^  sub- 
ution 

_  I  +  a  cosf 


«TTÏ 


a  +  COS1I 

(a.+  cosyj 

est  négatif;  pour  x  =  —  i ,  nous  prendrons  (f  =  ir, 
ir  X ^  + 1 ,  <!(=-<},  notre  intégrale  deviendra 


ïous  allons  différentier  relativement  à  a;  nous  pourrons 
aire  sous  le  signe  f,  puisque  l'élément  différentiel  reste 
:  nous  obtiendrons  ainsi 


1.2.3. ..«  da"  J_,      {a  —  x)-^'yfi- 

[uand  on  mf 

at 

-^-  — ^ — 7   (      (<ïH-cos7)'rfï; 


tégrale  du  second  membre,  quand  on  met  au  lieu  de  x 
valeur  en  fonction  de  ç,  devient 
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nous  aurons  donc  • 


d'^j^ 


n  ^a^ — I  f — i)n         nit 

1.2.3. . .72        ^feï—  -  — TTI  /     ("  +  cosT)"rff . 

(a^ —  i)      2  t/o 

Or,  par  la  formule  du  binôme, 

( a  -f  cosf  )"=  «"-+--  a»-«  cosy  H ^^ — ^^'  <»»-»  cos*( 


I  •  1.2  ^ 


et  Ton  a,  du  reste, 


cosy^y  =  0, 

0 

t/o  -^ 

'        COS^y/<?y  =:  G, 
O 

/      cos*od<o^= — 7ir, 


il  viendra  donc 

* 

I 


£/« 


I v^a^—  I 


1.2.3.  .  .  72  C?«'» 


=    — ^ 7        rt«  -i-     -i i    -  û»-' 

(a»— I  )""*■■?  L  1.2       2 


(a'-i) 

_^  /2(/8  — l)(/2  — 2)(/2  — 3)  1.3  ^„_, 


1.2.3.4         ^ '4 


«"-•+... 


On  en  conclut,  en  divisant  les  deux  membres  par  y/ —  i , 


^/n  -J .  ^«  — L 


l'expression  de  — V»        et  celle  de  —  ,   "^  ' ,  en  chan- 
géant  a  en  a  ^ —  i . 


Problème  n»  18. 
Trouver  la  dérivée  n'*"'  de  j  =ç{e'). 
Posons  u  =  e*,  et  nous  trouverons  successivement 


d^ 


=  «■»(«)  H 


i.».3 


«"»•(«)+■■■  +  «-»<■'(")• 


jur  déterminer  les  coefficients  qui  sont  indépendants  de  la 
iture  de  la  ibnction  y,  je  ferai  y(u)=:  «'=  e";  l'équa- 
3n  (i)  deviendra,  après  la  suppression  du  facteur  com- 

,       ,L,.,..£fizi!)^„.»l--0(.-')^.., 

ins  cette  équation ,  je  fais  successivement  z  =  a .  3 . . . , 
■■  qui  me  donue 

2'^  2  -H  a„ 

3'=3-i-3b,+  o„ 

4"=  4  +  2. 3i),-f- 4«i -H  «<. 


a.^S"— 3.2-4-  3.1", 

û.  =  4-— 4.4-4-  6.2-— 4.1". 

a,=;5''—  5.4''-l-'0.3"—  10,2"4-5.  l". 
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on  a  génëraiement 

m ,                    mim  —  i) ,  . 

a^z=rri!^ [m  —  i.'H ^ '-{m  —  2)"—.  .  .. 

I    ^  '  1.2^  ' 

On  saura  ainsî  trouver  la  dérivée  ti**"'*  d'une  fonction  de 
sinx  et  cosj:,  en  remplaçant  sino^et  cosx  respectivement 

par et •  Si,  par  exemple,  ^on 

veut  trauver  la  dérivée  /i'*"'  de  tangj:,  on  aura 

e**^  —  er'^f-^       I            e^^--^ —  i       i 
tangarziz r= izi  — r= ,^ — % 


• 


ou  bien,  en  faisant 


il  viendra 


^ —  I  tang^ 


e^ —  I  2 


^x_|_,  e^-4-i' 


comme 


il  viendra 


</X  =  2  y^ —  I  d.x^ 


d^-^ 


Problème  n»  19. 


Troui^er  la  dénuée  w'*'"'  c?<3j^=/log(a:). 

Je  vais  faire  un  changement  de  variable  en  posant 

log  jr  =  u, 


4o 

d*ou  je  tîre 
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X  =  C",      dx=i  (fdu. 


J'aurai  successivement 


dx 

d'y 
d.r^ 

d^ 
dx^ 


^^y 


e~^ 


du' 


.  d^Y  .  dy 

du^  du 


du\  du) 

d  (  d^Y           ,  dy\ 

du  \  du^                du] 

d^Y  «          ^'y 


du^ 


—  3e- 


é/tt' 


H-  2€**-* 


^ 
</£/ 


s  •  •  •  j 


On  peut  écrire  symboliquement 


d^y 
do-} 

d^y 
dx^ 


du  \du 
du  \du 


—  Ih 


-)(S-') 


en  convenant,  une  fois  les  multiplications  faites,  de  rem- 


^-  (£)"•  (!)• 


9  •  •  •  par 


^'r    ^'.r 


du^      du* 
Nous  sommes  donc  conduits  à  poser 


'■)  S='-"l(l-)(l-)-[l-<"-']- 

Je  dis  que  cette  formule  est  générale;  je  vais  prouver 
que,  si  elle  est  vraie  pour  la  w**"**  dérivée,  elle  Test  aussi 
pour  la  (/ï  -I-  1  )'**"'.  En  effet,  posons 


dy 

di^ 


=  e-"«U, 
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et  nous  aurons 


(S--) 


Former  -j— >  dans  notre  notation  symbolique,  c'est  mul- 
liplier  U  par  -^  ;  nous  aurons  donc  symboliquement 


du 


dx^+' 


=:  <?-("+ 


"■"  (I  -  " 


ce  qui  démontre  la  généralité  de  la  formule  (i).  Définissons 
les  coefficients  Ai,  Aj, . . . ,  A„_j  par  la  formule 

remplaçons  dans  l'expression  (i)   e""""  par  :r"",  et  nous 
aurons 

D'après  la  formule  (2),  on  voit  que  Aj  est  la  somme  des 
n  —  1  premiers  nombres  5  A,  est  la  somme  des  produits  de 
ces  nombres  deux  à  deux,  etc. 


Problème  n»  20. 


Montrer  que  la  Jonction  u=  y/x* -i-j^-i- z*   vérifie 
l  ^équation 

d*u        d*Uj,     d*u  d*u         '       d*u  d*u 

r-7  +  -TT  -*-  2  ,   ,  ,  .  -f-  2   , .  ,  ,  -f-  2  ,  ,  ,  .  =  o. 


<ir*         df*         dz'  dy^dz"  dz'd.r^  ds^df* 
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Ou  trouve  aisément 


df' 

d^u  .r'-f-j» 


{:r^-hr'-hz'y 


dz' 


s 


et  Ton  en  conclut 

d^u       d^u       d'^u 


(0 


dx^         djr^         dz"         ^ ,^  Ji^  yij^  z'^ 

On  trouve  maintenant 

d'^v  ix^  —  /'  —  z^ 

[x^ -^ y"^ -^  z^Y 
d*v  iy^  —  2'  —  x"^ 

^1^                 22^  —  X^ — X* 
d^^'^ ï' 


d'où 


rf'p        d'^v        d^v 

h 1 =  o; 

dx^        df^        dz^ 


mais,  en  se  reportant  à  la  définition  (i)  de  ç',  on  trouve  que 

d^v        d^v        d^v  ,     ,  , 

-  est  égal  a 


dx^        dy^        dz 

d*u        d*u       d*u  d*u  d*u  d*u 

-H  -rr  4-  2   .   ..  ,  ,  -I-  2   .  ,  ,  .  ■+■  2 


djù*        dy*        dz*  df^dz^  dz'dx^  dx'dy^'' 

donc  cette  dernière  expression  est  nulle  identiquement. 
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Problème  no  21. 


Que  déifient  l'équation 


€ny        d^y  .     d'y        d^y         d^y         d^y 

}-  Y* h  Z^ hyz  — r—     -f-  ZJS  ^—  -f-  jry 

djc^  dy^  dz^  dydz  dzdx  dxdy 


quand  on  remplace  les  variables  indépendantes  x^  y^  z 
par  les  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  liées  aux  premières 
par  les  relations  x  =  YZ,  y  =  ZX ,  z  =  XY  ? 

On  a  les  formules 


dy 

dX 

_y^  dy        dy 

dy     '    *  dz 

dy 

dY 

dy        dy 

dz             dx 

dy 

dZ 

dx             dy 

d^y 

dX^ 

^d^y       d'y  ^^     ^'v,„ 

=  Z^          -1-2            YZ  H-          Y^ 
dy'           dydz               dz' 

d^y 

dY' 

d'y        d'y          d'y 

dz'           dzdx               dx' 

d'y 

dZ' 

d'y       d'y          d'y 

dx'           dxdy              dy' 

Multipliant  les  trois  dernières  équations  par  X',  Y',  Z', 
tenant  compte  des  relations  entre  x^j^  z  et  X,  Y,  Z,  nous 
trouvons 

/   d'y      d'y      d'y       d'y        d'y        d'y\ 
\''l^'^^^'^'^^^'dydz^'^^x-^^^^ 

^,d'y     ^d'y        d'y 

=  '''dX'-^'''dY'^'''dZ'=''' 
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Problème  n«  22. 


rf'V       d*\       d^y 

Que  déifient  l'expression  -^^  -h  -^j-^  -4-  -^^  quand  on 


dx^         dy*  dz^ 

remplace  les  i»ariables  indépendantes  x^  y^  z^  considérées 
comme  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
quelconque,  par  les  noui^elles  variables  x\  y\  z\  coor^ 
données  du  même  point  par  rapport  à  de  noui^eaux  axes 
rectangulaires,  ayant  même  origine  que  les  premiers? 

Soient 

.t'  z=  ax  -^  hy  '^-  cz, 

y*  ■=.  a'x  -h  b'y  -\-  c'a, 
z'  =z  a"x  -f-  h" y  -f-  c"z, 
on  trouve 


dx 

dy 

il 

dz 

d^ 
~dx^ 


d\       ,dy       „  dv 

dx'  dy'  dz'' 


—_ —  =  a" 


il. 

dx' 

d'Y 

d^^ 


-t-c' 


dY 


jf 


dy 


dy'    '   ""   dz'' 


a 


li 


d*\ 


a 


«1 


d^y 


-\-ia'a" 


dy""    '   "     dz'^ 

d^y 


I  ^^t 


dy  dz 


7.  a"  a 


d'y  ,    d^y 


dz'da^ 


f  j^i 


dx  dy 


d^y 


,.^4l^t-i;i^t'^^^'^ 


dx!' 


dy' 


dz'^ 


J'V 


d^y 


+  ^^'^":7::7X7  + =^^"^31771?  +  ^^^' 


d^y 


dy'dz 


dz'dx' 


da/dy''' 


d*y 

IF 


d'y 
17' 


^c 


,"1 


d'y 
1^ 


^  o  ^^         ^    ^'V  ,  d'y 

-^^"^^  d^'-^^^^'d^'-^^''  d?dP 
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En  faisant  la  somme  et  tenant  compte  des  relations  con- 
nues entre  les  neuf  cosinus,  on  trouve 


d^\ 

dx^ 

d*y 

d'y 

■^dz'  = 

d^y 

d^\ 

dy'^ 

4- 

d^\ 
dz'^ 

Problème  n«  23. 

Développer  en  série  arcsinor,  par  la  formule  de  Mac- 
laurin. 

Partons  de  la  formule  établie  page  3 1 ,  savoir 
^:m-i-i  arcsinjr 


1 .2.3. .  .2/w  r  , 
izr I  x^ 

(I  —  X*  )         2    L 

im(7.m — i){im —  i)(7.m —  3) 


2/w(2W  —  l)    I      .      . 

.3»!  _i_  » L    _    «.201-  9 

r  I  •* 


I  .2  2 


I .2.3.4 
1.3 
2.4 


X-^x'^-'H-... 


Faisant  x  =  o,  nous  aurons 


(rf^+'arcsinx\       i,3.5...(2m  — 1)        i 
dx^-*^^       j,=,""    2,4.6... 


I.2...(2/72-t-l)  \  dx^'*'*  /*=•  2,4-6...2W       2/n+l' 

et  par  suite 

X        13?*        1.3  a:* 

arcsmj:  =  -  4-  -  --  h j  -.  4- . . . 

I        2   3        2.4  5 

1.3.5. .  .(2«—  3)    x'*-' 


.  2.4^6. .  .(in  —  2)  in  —  r 
efi  choisissant  la  seconde  forme  du  reste 

R»...=^'~y"''^"'/<'"-^"(9x). 

I  (SaO*   •  .2/2 


R 


2ii-t-n 


\  I 


46  PREMIÈRE    PARTIE. 

Remplaçant  y*^*"+*^( 9 j:)  par  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 
tion (i),  il  viendra 

(i  — ô)^«x»«+'  r,^  .       2/1(2/1—1)1.    ,^ 

2  /z  (2/1  —  I  )  (2  //  —  2)  (2  /î  —  3) 


I .2.3.4 

Nous  bornant  aux  valeurs  positives  de  x,  nous  allons 
montrer  que  Ri„+i  tend  vers  zéro,  lorsque  n  tend  vers 
l'infini,  quand  on  a  o  <^  jc  <^  i . 

En  effet  la  parenthèse  de  la  dernière  formule  est  plus 
petite  que 

1     •    ^ 

2/2(2/?  —  l)(2/J—  2)(2/î  —  3),^     ,^      ^ 
I .2    3.4 


laquelle  expression  est  égale  à  -  [(iH-  0a:)*"-f-  (i —  0a:)*"]  ^ 
on  aura  donc 


Ra„+t<  -^ ^— ^— r [(»  +  ôa:)-4-  (1  -  0^)-], 

2(,  — ôî.r»)'"'*-^ 


ou  bien 


I  Q 

Or  on  a  toujours  au  plus  égal  à  i ,  et  il  en  est  de 
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même  de —  si  x  est  plus  petit  que  i;  donc 


I  —  Qx 


donc 

limR,„+,=ro 

pour  n  infini. 
La  formule 

.r         I   .r*         1.3  X* 

arcsm:r  =  — i -H 7  -z-  -h, . . 

I        2  6        2.4  0 

est  ainsi  démontrée  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  I  et  H-  I  ;  elle  subsiste  encore  pour  x  =  -hi  et  pour 
^  =  —  1 ,  parce  que,  dans  ces  deux  cas,  la  série  du  second 
membre  reste  convergente,  et  fonction  continue  de  x. 

Problème  n»  24. 

Etudier  les  variations  du  rapport  de  la  somme  des 
aires  des  cercles  tangents  aux  côtés  d'un  triangle  à  l'aire 
du  cercle  circonscrit  au  même  triangle. 

Soient  /\  r«,  r^,  /^  les  rayons  des  cercles  tangents,  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  5  on  a 

A  B  ^       C  ,  .  C 

Ta— /7tang->    /'ô^zptang-î    rc=/7tang-5    /•==  (/?-~c]  tang-- 

xi  ^  ^  ^ 


Des  formules 

abc 


=  2R, 


sinÂ       sinB       sinC 

on  conclut 

a -^  b -^  c  a -h  b  —  c 


2R=- 


sinA  4-  sinB  --h  sinC       sinA  -+-  sinB  —  sinC 
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OU  bien 

4R=- 


p  —  c 


A        B       C         ,    A   .    B        C 

cos  —  cos  —  cos-       sin  —  sin  —  cos  - 

2  2  2  2  2  2 


et  il  en  résulte 


,_.    .    A       B       C 

r,  z=  4R  sin  —  cos  —  cos  - , 

^  2  2  2 

/«        A   .    B        C 

r^  ==  4 R COS  —  sm  —  cos  -> 

^  2  2  2 

/«        ^        B   .    c 

r,  =:  4R  COS  —  cos  -  Sin  -  » 

2  2  2 

,_    .    A    .    B   .    C 

r  =  4R  Sin  —  sm  -  sm  -  • 

2  2  2 

Si  donc  on  désigne  par  V  le  rapport — — 9 

on  aura 

I  ^r  •  ,A         B         C  A   .     B         C 

-7T  V  =      sin'  —  cos*  —  cos*  — h  cos*  —  sm'  -  cos'  - 
10  222  222 

,A       ,B    .     C         .     A   .     B   .     C 

-h  cos'  —  cos'  —  sin*  — h  sm*  —  sm*  —  sm'  -  • 
2         2         2  2         22 

En  remplaçant  les  sin  et  cos  des  demi-angles  par  leurs 
valeurs  en  ionction  des  cos  des  angles,  et  réduisant,  on 
trouve 

K  V  =  I  —  cos  A  cosB  cosC, 
ou  bien 

(1)  -rV  =  i-i-  cosAcosBcos(A  H-  B). 


Telle  est  la  fonction  de  deux  Variables  indépendantes  qu'il 
s'agit  d'étudier^  je  forme  le  tableau  des  dérivées  du  pre- 
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mier  et  du  second  ordre  : 

=  —    cosB  sin(2A -f-    B), 
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(2) 


/    T    ^V 

8  dA 

I  d\ 

8^B 

1  ^^V 

8  dh? 

I    ^»V 

8  dkd^ 

I  d'\ 

8  ^B' 


cosAsm(2B -f-    A), 


2  cosBcos(2A-f-    B), 


cos(2A  -f-  2B), 


—  2COSAC0S(2B -f-     A). 


Je  pose  les  équations  —  =  o,  —  =  o,  ou  bien 


dA 


dh 


cosBsin(2A -f-    B)==o, 

cosA  sin  (    A  +  2B)  ^=:i  o. 


Les  hypothèses 


cosB  =  0     et     cosA  =  0,  ou    A  : 

cc)sB=ro     et     siu(    Ah-2B)  =  o,      ou     A: 
cosA  =  o     et     sin(2A  H-    B)=o,      ou     A  = 

sont  inadmissibles^  il  reste  seulement 

sin(2A  H- B)  =  0     et     sin(A -f- 2B)  =  o. 

Oïl  doit  donc  avoir 


B  = 

77 

-  —t 
2 

TT 

0, 

B- 

—  ^ 
2 

7r 

~» 

B- 

0 

2 

OU 


ou 


2A-|-B-=7r     et     A -f- 2B  =r  TT, 


2A-+-B=io     et     A-4-2B  =  o, 


2A-f-B  =  flr     et     A4-2B  =  27r. 


T.  —  Rec, 


4 
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Les  premières  de  ces  conditions  donnent 
le  triangle  est  donc  équilatéral  ;  les  dernières  conduisent  à 

A  r=  G,     B  =  o,      C  =  7r, 
A  =  o,     B  =  TT,     C  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  triangle  a  ses  trois  côtés  en  ligne  droite. 
Nous  pouvons  nous  borner  à  ces  deux  résultats 

(3)  A  =  B  =  C  =  ^, 

(4)  AirrO,      B  =  0,      C=:7r. 

Cherchons  si  chacun  d'eux  répond  à  un  maximum  ou 
un  minimum  de  V.  Pour  les  valeurs  (3)  de  A,  B,  C,  on  a 

ld^_  I    d^Y    __i        i^  d*y  _ 

8^""''     8^/A^B""2'     8rfB'~"^' 

on  a  donc 

d^y  ^  I  d^y  \»     d^y  d^y 


dA? 


l  d'y   Y      a'\  d'y 


Nous  avons  donc  un  minimum  ^  ainsi  le  rapport  V  est  mi- 
nimum quand  le  triangle  est  équilatéral,  et  alors  sa  valeur 
est  7. 

Pour  les  valeurs  (4)  de  A  et  B,  on  a 

£^^v___        I    d'y  ___  I  d'y _ 

SdA'~     ^'     8  ^A^B  "~     '•    8  5F'~~"^' 

d^y         (  d*y  \2     d^y  d^y 

Les  conditions  — -  <  o,  (-,^—7=  )  —  -777  -jz:-  <  o  se  trou- 

dA'  ^        \dAdBj         dÂ}  dB'  ^ 

vent  remplies^  on  a  un  maximum.  Donc  le  maximum  du 
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rapport  V  a  lieu  quand  les  trois  côtés  du  triangle  se  trou- 
vent couchés  sur  la  même  droite,  et  il  est  égal  à  i6. 

On  peut  remarquer  que,  pour  un  triangle  rectangle 
quelconque,  V  =  8. 

Problème  n»  25. 

Etudier  les  ^variations  du  rapport  de  la  somme  des  cir^ 
conférences  tangentes  aux  côtés  d'un  triangle  à  la  cir- 
conférence circonscrite  au  même  triangle, 

o    .    TT  î  2  7rro-i- 2  7rréH- 27rre-f- 27rr 

boit  U  le  rapport ;  on  aura 

.ABC  A   .    B        C 

U  =       sin  —  cos  -  ces  — h  ces  —  sin  -  ces  - 

2  2  2  2  2  2 

A        B\    c         .    A   .    B   .    c 
4-  cos—  cos  -  sm  — h  sin  —  sin  —  sm  -  • 

à  2  2  2  2  2 

Par  des  transformations  faciles,  on  trouve 


ou  bien 


I  ^^  .    A   .    B   .    C 

--  U  =r  I  -H  2  Sin  —  sm  -  sm  - 

4  2  2  2 

I  TT                  .    A   .    B       A  -i-  L 
-  U  =  I  -f-  2  sm  -  sm  -  cos 

4  2  2  2 


C'est  là  la  fonction  des  deux  variables  A  et  B,  dont  il  s'agit 
d'étudier  les  variations.  Formons  le  tableau  des  dérivées 

i  d\5  .    B        2A4-B 

•7  -rrr      =      sm-cos 9 

4  «A  2  2 

i  dU  .A        AH-2B 

7    .—      =      sm-cos , 

4  «B  2  2 

I   d^\]               .    B    .    2A-hB 
7  'JH'    =  —  sm  -  sm , 

4    dA*  2  2 

4^A"5b=  -cos(A  +  B), 

f    d^H  .    A    .     A-+-2B 

Id^    =-sm~sm-_-. 

4- 
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Posons  les  équations  — -  =  o,  -j^  =  o,  c'est-à-dire 


dk 


dB 


ou  encore 


c'est-à-dire 


.    B        2A-I-B 
sin  —  ces =  o, 

.    A        A-h2B 

sm  —  ces =  o, 

2  2 


sin(A-f-B)  =  sinA, 
sin  (A  -+*B)  =sinB, 

sin  A  =  sinB  ==  sinC. 


Ces  équations  exigent  que  les  trois  angles  A,  B,  C  s 
égaux  entre  eux  ou  que  deux  d'entre  eux  soient  nu  • 
troisième  étant  égal  à  tt  *,  nous  n*aurons  donc  à  consîi 
que  les  deux  cas  suivants  : 


^0 

•       1 


(■) 


ÎT 


A  =  Br=o. 


Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  des  dérivées  seco 
4  ^A^  ~ 


é/»U 


I      I 

2'    4  ^A^B 


t      I  d'\]  I      ,  _ 

-7»  -7-T=rr  = verilien 

2 


4     4  ^B^ 

conditions  ^  <  o   et    ^^^^ j  _  _  _  <  o.   O..   a 

donc  un  maximum.  Ainsi  le  rapport  U  est  le  plus  grand 
possible  quand  le  triangle  est  équilatéral,  et  alors  sa  valeur 
est  5. 

Passons  à  Thypothèse  (2)^  on  trouve 


I   d'V  1     d^TJ 

7=^1      7 


I   d^\] 


4   dA' 


4  dAdB       2'      4  ^B' 


=  0; 


de  telle  sorte  que,  si  h  et  k  désignent  les  accroissements 
de  A  et  6,  la  variation  de  U  sera  de  même  signe  que 
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fc  ^A5b  ^^  ^AA:.  Elle  pourra  donc  être  à  volonté  positive 

|i4^  '        par  conséquent  il  n'y  a  ni  maximum  ni  mi- 

l' .  ^  il  est  à  remarquer  que  les  angles  A  et  6  du 

iU'         I  \^       peuvent  pas  être  négatifs;  donc  h  et  k  sont 

^  j  /     I  *  "  «^      âtifs,  et  le  terme  hk            est  toujours  positif; 

ï  r*  /     /  ,  aant  A=  o  et  B  =  o,  on  a  un  minimum  relatif. 

^    ^     i  1*  le  résultat  de  cette  question  et  de  la  précé- 

1 1    \      V  ♦  3  des  surfaces  des  cercles  tangents  aux  côtés 

^  y      ^\  3  est  toujours  plus  grande  que  y  fois  la  surface 

•  4      *  conscrit,  et  moindre  que  i6  fois  cette  surface. 

:  J         *  3  des  circonférences  tangentes  aux  côtés  d'un 

'    f.  *  I      ,  oujours  plus  grande  que  4  fois  la  circonférence 

f  j  ^  "  *  et  moindre  que  5  fois  cette  circonférence. 


*.'!;' 


» 


*  I      \  Problème  n«  26. 

^  ',er  le  maximum  et  le  minimum,  de  la  fonction 

l     »  .       .  , 

I  •  H- ^cospn- ccos7)'H- (flfsina  +  ôsinp -l-csin7)', 

Ç  ^le  a^b^c  désignent  des  nombres  positifs  don- 

ne»»  ^*'  -  i  ,  ;  7  d^^  angles  variables, 
*■  Nous  écrirons 

U = tf'4- ô'-hc'-f- 2  6c  cos  (p—y) -h  2  cflf  cos  (7 — a)  H- 2  ûô  ces  (a— p) , 

et,  en  posant  (3  —  7  = -^7  7  —  «  =  J^?  îl  e*^  résultera 

l'i)  U  =  û'  4-  6*  ^-  c*  H-  nYabc; 

en  faisant  encore 

cos.r        cosj       cos(a:-hj^) 


{^) 


a 
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nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  le  maximum  et  le 
minimum  de  V,  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
Formons  le  tableau  des  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre 

dV      ûrxx       sin(ar-f-jr) 

dx 


(3) 


djr 
d'Y 

d^ 

d^V 


a  c 

sin^  sin  [x  -\-  x) 
~b  ~c 

cos^  cos(je4-j) 


a 


COS,(.r-f-.r) 


dxdy  c 

d^y  cosjr       cos(.r.-^x) 

djr^  h  c 


d\ 


Jes  équations  ^—  = 


dx 


dV 
o ,  -7-  =r=  o  seront 

djr 


(4) 


sinx       sin(.rH-j) 
a  c 

smjr       sin(x-i-j^) 


=  0, 


=  o. 


Cherchons  les  solutions  des  équations  (4)?  on  aperçoit 
de  suite  les  suivantes  : 


X       0, 

r  —  0, 

X         0, 

r  — TT, 

X       -  TT, 

7—0, 

X          TT, 

r  —  TT. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  des  solutions  dans  les- 
quelles o:  ou^  est  supérieur  à  2  7r,  puisque  la  fonction  V 
ne  change  pas  quand  on  remplace  x  ^\  j  par  27r-|-a:  et 

Trouvons  les  autres  solutions  des  éjuations  (4)jlapre- 
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mîère  de  ces  équations  peut  s'écrire 

_  •  (c  -t-  û  cos^)  sinar  -f-  a  sinjr  cosa:  =:  o 

ou  bien 

sinx  cosx 


—  a  sm^        c  -i-  a  cosj 

et,  par  des  combinaisons  faciles,  en  ayant  égard  à  la 
deuxième  équation  (4))  on  formera  cette  suite  de  rapports 
égaux 

sinjr  cosx 


—  a  smx        c  -{-  a  ces/" 

^      *        ±1  sin(.r-|-j) r 

^a*-h  c'-h2ûccos^  ^  si°^'  ^ 

On  déduit  de  là 

^*  =  û'  H-  c'  -4-  9.  ac  cos^, 

—  ces  r  = • 

lac 

Pour  que  cette  valeur  de  cosj^  soit  admissible,  il  faut 
que,  avec  les  trois  longueurs  a,  £,  c  comme  côtés,  on  puisse 
former  un  triangle.  Soient  A,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle^ 
nous  aurons 

y  =17:  —  B     ou    j  =  ir-hB. 

Prenons  d*abord^=7:  —  B^  nous  aurons,  par  les  for- 
mules (5), 


smx  cosx 


—  v> 


—  asinB       c  —  acosB  b 

sinx=  -  sinB  =  sînA; 
b 

donc 

X  z=  A     ou     ;r  =  7r  —  A. 
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COSX 


On  ne  peut  pas  avoir  x  =  A ,  car  le  rapport  - 

f*osA.  I 

deviendrait ou  -7  '  à  cause  de  c  =  a  cosB  -f-  b  cos  A , 

c — acosB        o  ^ 

et  ce  rapport  doit  être  égal  à  — j*,    nous    avons  donc 

x  =  7r  —  A7retj^=  —  B.  Avec  j^  =  tt  -h  B,  on  trouvera 
qu'il  faut  prendre  a?  =  7r-4-B5  nous  avons  donc,  en  ré- 
sumé, les  six  solutions  suivantes  : 


1° 


ar        0 

et 

r  — 0, 

x        0 

et 

r  — ir, 

jr     -  ir 

et 

r  — 0, 

.T          TT 

et 

j  — ^, 

2« 

40 

5**  x=nz  —  Aetj  =  ir  —  B, 

6®  x  =  TT  H-  A     et     j  =  ïT  H-  B. 

Voyons  si  ces  solutions  répondent  à  des  inaxîma  ou  à  des 
ininima  de  la  fonction  Y. 

1°  La  première  solution  donne 

djL*  a        c        do-dy  c        dy^  b        c  ' 

elle  donne  donc  lieu  aux  inégalités 

On  a  donc  un  maximum:  ce  maximum  est  — I-  t  H — >  et 

'  a       o       c 

la  valeur  correspondante  de  U  est 

a' -h  ^^ H-  c^ -h  2 ^c  -h  nca  •+■  2ab:={a  -+-  b  -\-  c)*. 

2^  La  secondé  solution  nous  fournit  les  valeurs  suivantes 
des  dérivées  secondes  : 

d^\  I        I        d^Y        I       d^Y       '     I        I 


1 •»       -; — ;- =  -  > 


dx*  a       c        dxdjr       c        djr*  b       c 
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On  trouve 


/  </>v  y     d^\  rpy  _  I 

\djcdy J         dx^   dy^         abc 


c  -h  b  —  a). 


Cette  quantité  sera  négative  si  a  est  plus  grand  que  è  -+-  c, 

d'Y      a  —  c 
et,  comme  -—  = >  cette  expression  sera  positive  5  nous 

aurons  donc  un  minimum.  Il  n'y  aurait  ni  maximum  ni 
minimum  si  a  était  plus  petit  que  i  -j-  c;  le  minimum  de  V 

est 7- »  et  celui  de  D 

a        o       c 

flf'-h  b^-^  c^-h  2bc  —  2ca  —  2ab  =  {a  —  b  —  c)', 

3**  Un  calcul  analogue  au  précédent  montre  que,  en  sup- 
posant b^a-i'C^  nous  aurons  un  minimum ^  la  valeur 
minima  de  U  sera  (b  —  a  —  c)'. 

4°  Si  c^aH-i,  on  aura  un  minimum^  U  sera  égal  à 
(c  —  a  —  b)\ 

5°  X  =  t:  —  A,  j^  =  7r  —  B5  nous  trouverons 

d^\         cosA       cosC        b 
dx^  a  c  ac 

d-^y  cosC 


dxdy  c 

d^N         cosB        cosC        a 


dy"^  b  c  bc 

d^Y  y      ^  ^  ____  ^       cos»C  _  _  sin'C 
dxdy)        dx^   dy^  ?  c^ 


c" 


Cette  quantité  est  négative,  et  -—  >  étant  égal  à  — >  est  po- 
sitif;  nous  avons  donc  un  minimum.. La  valeur  correspon- 

J        ♦      J      17        ^  /cOSA  COSB  COSC\  n       i      tt 

dante  de  V  est  — 1 ; ! )  et  celle  de  U 

\     a  b  c     j 

a'+  6'-i-c'  —  2  6ccosA  —  2cacosB  —  sa^cosC  =  0. 
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6^  x  =  TT  -h  A,  j'  =  71  -+-  B.  Les  valeurs  des  dérivées 
secondes  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent  ^  nous 
aurons  donc  encore  un  minimum^  la  valeur  de  D  est  encore 
zéro  5  mais  il  faut  remarquer  que  les  deux  dernières  solu- 
tions n'existent  que  si  aucun  des  côtés  ne  surpasse  la  somme 
des  deux  autres.  Nous  ferons,  pour  résumer  la  discussion, 
le  tableau  suivant  : 


a,b,c 

quel 

conques, 

a:  =  o, 

r  =  o, 

maximum, 

V-(a-+-*-c)*; 

a>5-^c 

» 

ar  —  o, 

r=?r. 

minimum, 

V=(a~^  — c)*; 

b^c-^a 

» 

a:=.ir, 

^=0, 

» 

V=(*-a-c)«; 

c"^  a-i-b 

» 

•X  —  Tti 

^  =  îr, 

» 

V=Cc-û  — ^)*; 

a<:ib-hc  \ 
b<^c-i-a  \ 
c<^a-i-a  ] 

» 
» 

X  —  Tt  — 

A, 
A, 

^  =  71- 

B, 
B, 

V=o; 
V=o; 

Le  problème  précédent  a  une  signification  géométrique 
très-simple 5  soit  la  figure  OABC  (Jig-  4)^  d^i^s  laquelle 


OA  =^  a,  AB  =  i,  BC  =  c,  les  côtés  faisant  avec  Oa'  les 
angles  a,  (3,  y:  les  coordonnées  du  point  C  sont 


a  cosa  4-  ^  ces  p  -f-  c  cosy, 
a  sin'a  -h  ô  sin  p  -f-  c  sin  /, 


et  Ton  a  par  suite 


U  —  OO. 
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"  Ce  qu'on  demandait,  c'était  donc  de  trouver  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  droite  OC  qui  ferme  le  polygone, 
lorsque  les  côtés  OA,  AB,  BC  toiu'uent  de  toutes  les  façons 
possibles  autour  des  points  O,  A,  B,  C,  comme  charnières. 

^On  voit  de  suite  que  le  maximum  de  OC  a  lieu  quand  les 
trois  côtés  sont  en  ligne  droite  {Jig*  5),  et  dans  ce  cas 

Fig.  5. 


C         B 


OC  =  fl  -f-  J  -f-  ci  De  même,  en  formant,  quand  c*est  pos- 
sible, un  triangle  avec  les  droites  OA,  AB,  BC,  on  a 

OC  =  o, 

et  c'est  évidemment  le  minimum  de  OC  ou  de  U. 

Les  minima  qui  n'ont  lieu  que  si  un  côté  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres  correspondent  au  cas  où  les 
points  OABC  sont  en  ligne  droite,  dans  l'ordre  O,  C,  B',  A  ^ 
alors  0C'=  OA  —  AB'—  B'C'=  a  —  b  —  c. 


Problème  n»  27. 

Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  somme  des  longueurs 
de  deux  normales  MN,  MN',  menées  à  une  même  courbe 
ou  à  deux  courbes  données,  soit  constante,  a  pour  tan- 
gente la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  normales. 

Soient  a,  Ç>  les  coordonnées  du  point  M  5  o:,  y,  x\y' 
celles  des  points  N  et  N',  RIN  =  /,  MN'=  l\  on  doit  avoir 

/  -f-  /'=  const., 

d>    ^  • 

ou 

(l)  dl'r-,dVz=zO. 


6o 
Or 
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dl=i 


(a  —  a:)doL  4-  (p  — r)^P         ^a  —  •^)^^  "^  (P  —  j)  ^r 


/ 


et,  la  droite  MN  étant  normale  au  lieu  du  point  N,  on  a 

(a  —  ar)r/j:  +  (  p  —  j)  dj  =  O; 

il  reste  donc  seulement 

,//  ^  (g  — ■g)^a-^(p-r)^^. 

Soit  cp  Tangle  que  fait  la  direction  MN  avec  Taxe  des  x\ 
on  a 


X  —  a 


—  =  C08ç,       — 


r  — P 


51119. 


tDonc 


de  même 


dlz= —  (cosyfi?a  -H  siny^P); 


^/'=  —  (cos^'flfa  -h  sin^'^p), 


et  Téquation  (i)  devient 


(C0S9  4-  C08^')^a  4-  (siny  4-  sinç')^p  =  o, 


doù 


^  =  tangl90«+ 


9  4-  y 


-) 


ce  qui  montre  que  la  tangente  au  lieu  du  point  M  est  la 
bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  les  normales  MN 

et  MN', 


EXEB.GICES    SDR    LE    CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  6l 

Problème  n^  28. 

Soient  Mo  M  Varc  d'une  courbe,  compté  à  partir  d'un 
point  fixe  Mo  jusqu'à  un  point  quelconque  M,  G  le  centre 
de  gratuité  de  l'arc  M© M  supposé  homogène;  on  demande 
de  trouver  la  tangente  de  la  courbe  lieu  du  point  G. 

Soient  x  ely  les  coordonnées  du  point  M,  Torigine  étant 
en  Mo,  ^  la  longueur  de  Tare  Mo  M,  ^  et  y]  les  coordonnées 
du  point  G^  on  a  les  formules  connues 


jcds,      sn=  I     yds; 

0  t/O 


on  en  déduit,  en  difTérentiant, 

di  dm  dm       x  —  Ti 

ds  ds  di        X  —  Ç 

Donc  la  tangente  cliercliée  est  la  droite  GM. 

Problème  n^  29. 

Troui^er  le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle 
constant  circonscrit  à  une  cycloïde. 

Je  prends  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 
X  =  a  ( ç  —  siny  ) ,  y  =  a  cos  cp.  Soient  <p  et  ç'  les  valeurs  de 
la  variable  auxiliaire  qui  répondent  aux  points  M  et  M'  de 
contact  de  la  cycloïde  avec  les  côtés  de  l'angle  circonscrit  5 
soit  cet  angle  égal  à  a  \  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec 

Taxe  des  a:  est ,  Tangle  de  la  tangente  en  M'  avec  Ox 

est —  ;  nous  aurons  donc 

2       2 

a==: ^• 

2 


6a 
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Nous  poserons  ^  =  ^ ^ ,  et  nous  déduirons  de  là 

l'équation  de  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  M  est 

cos- 

y  —  a[\  —  cos^)  = [x  —  «y  -H  «sin^) 

•    ? 
sin- 

2 


OU 


T"  sin  -  —  j:  ces  -  =  a  I  2  sm  ~  —  ^ 

2  2  \  ^ 


COS-  1  • 
2 


Remplaçons   successivement  dans   cette    équation  cp   par 
—  et  par ?  et  nous  aurons  pour  les  équations  des 


1  "  2. 

côtés  de  l'angle  circonscrit 


r  sm-^ 

2 


^  COS =  2  û  i  sm 

2 


^^ 


a        iL 
-  ces  — 


2  2  2 

i{;  —  a        \|<  —  a         'i  — 


-")• 


,    ^  —  a                 J;  —  a              /.4'  —  a       \[<  —  a         'i  —  a\ 
Y  sm  -^^ a:  cos =  2  a   sm cos \  • 

2  2  \2  2  ^/ 

En  résolvant  ces  deux  équations,  nous  aurons  en  fonction 
de  la  variable  auxiliaire  tp  les  expressions  suivantes  des 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu  ; 

j:sina  =  a(\p  sina  —  asln>|;], 

7-sina  =  rt(2sina  —  acosa  —  acos^*), 

ou  bien,  en  divisant  ces  expressions  par  sina,  et  transpor- 
tant les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  de 
Taxe  desj^  dont  l'ordonnée  est  a[v  — a  cota),  il  viendra 


(0 


jc  =:a[-lt ; —  sin  il  ] 

y       sma        ^J 

Y  =  ai  i : —  cosJ; 

\         sina 
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as 


Je  dis  que  le  lieu  cherché  coïncide  avec  la  courbe  décrite 
par  un  point  invariablement  lié  à  un  cercle  de  rayon  a,  qui 
roule  sans  glisser  sur  Taxe  des  x. 

Soit,  en  effet  {^fig*  6),  le  point  M  lié  invariablement  au 
cercle  C  qui  roule  sur   Ox\    soient  CM  =:  i,  CA  =  «, 

Fîg.  6. 


BCA  =  (p  5  prenons  pour  origine  Tun  des  points  de  l'axe 
des  X  que  le  point  A  vient  occuper  successivement  après 
une,  deux,...  révolutions.  Les  coordonnées  du  point  M 

seront 

X  z=z  a-h  —  b  sin  -^^ 

y  z=  a    — ècos^'; 

elles  coïncideront  avec  les  coordonnées  (i)  d'un  point  quel- 
conque du  lieu,  si  Ton  prend  CM  =  i  =  — 


aa 


sma 


Problème  n<»  30. 

Si  Von  considère  dans  un  plan  deux  courbes  quel- 
conques,  que  l'on  regarde  comme  correspondants  les 
points  pour  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles,  et  que, 
par  un  point  fixe,  on  mène  des  droites  égales  et  parallèles 
à  celles  qui  réunissent  deux  points  correspondants,  la 
tangente  à  la  noui^elle  courbe  est  parallèle  aux  tangentes 
aux  deux  courbes  aux  points  correspondants,  et  son  arc 
est  la  somme  ou  la  différence  des  arcs  des  deux  courbes. 
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Soient  en  effet  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  première  courbe,  a  l'angle  de  la  tangente  eu 
ce  point  avec  Taxe  des  x,  s  Tare  de  cette  courbe,  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'au  point  x^y^  soient  x\ y' 
a  et  s' les  quantités  correspondantes  pour  la  seconde  courbe  -, 
désignons,  enfin  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  nouvelle  courbe.  Nous  aurons 

dx  m  ds  ces  a ,     dx'  z=  ds'cos  a , 
dj-  =  dsûnct,     dy  =  d/sin  a, 

les  arcs  étant  comptés  dans  un^sens  convenable,  d'où  nous 

déduirons 

dH  =  (ds' —  ds)  cosa, 

dY  =  (ds' —  ds)  cosa; 

mais,  en  désignant  par  S  l'arc  de  nouvelle  courbe,  par  A 
l'angle  de  sa  tangente  avec  Taxe  des  x,  on  a  aussi 

dX  =  dS  cosA,     dY  =  dS  sin  A  : 

comparant  ces  valeurs  de  rfX  et  dY  aux  précédentes,  on  en 
conclut 

A  =  a     et     dS  =  ds'  —  ds, 
d'où 

S  =  5'  —  5  -f-  const. 

Si  l'arc  s  venait  à  être  compté  en  sens  contraire  sur  la 
première  courbe,  on  aurait 

S  =  s'  -{-  s  -h  const. 

Problème  no  31. 

Si  Von  mène  par  chaque  point  d'une  courbe  une  droite 
de  longueur  donnée  y  faisant  un  angle  constant  auec  la 
tangente,  la  normale  à  la  courbe,  lieu  des  extrémités  de 
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cette  droite,  passe  par  le  cent,re  de  courbure  de  la  courbe 
proposée, 

St)ient  en  effet  a:,  y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  proposée,  a  Tangle  que  faît  la  tangenle 
en  ce  point  avec  O x,  p  le  rayon  de  courbure,  s  la  longueur 
de  Tare  compté  d'un  point  fixe,  i  Tangle  constant  que  fait 
avec  la  tangente  de  la  courbe  donnée  la  longueur  con- 
stante' /,  X  et  y  les  coordonnées  de  son  extrémité.  Nous 
aurons  les  formules  suivantes  : 

j:,  =  x  -f-  /cos(a  -h  i), 

Ji  =  r  +  ^sinfa -4- /), 
dx  =:  ds  cosa  =::  p  cosa  c?a, 
dy  -zrzds  sina  =r  p  sina  rfa, 
ri.r,=  [p  cosa  —  /  sin  (a  +  /)]  rfa, 
djrx^=  [p  sina  4-  /ces (a  -+-  /)]  daL\ 

Téquation  de  la  normale  à  la  nouvelle  courbe  sera  donc 

Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  remplace  X  et  Y 
par  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe 
donnée,'  lesquelles  sont 

X  =  .i:  —  psina, 
Y:=  /  -+-  pcosa. 


Problème  n»  32, 

On  mène  [fig*  7)  ^^  tangente  MT  en  un  point  d'une 
courbe  représentée  par  V équation  y=:f(^x)^  puis  urie 
série  de  cordes  parallèles  à  cette  tangente;  le  lieu  des 

T.  —  Rec.  5 
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milieux  P  de  ces  cordes  est  une  courbe  qui  passe  au 
point  M  :  on  demande  de  trousser  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  la  nouv^elle  courbe,  au  point  M. 

Fig.  7. 


Soîent  X  cl  y  les  coordonnées  du  point  M;  menons 
M'M''  parallèle  à  la  tangente  MT  et  à  une  distance  infini- 
ment petite  de  cette  tangente  \  soient  x*  •=•  x  —  A'  et 
a:''  =  x-h  A''  les  abscisses  des  points  M'  et  M''  où  cette  pa- 
rallèle coupe  la  courbe^  les  ordonnées  de  ces  deux  points 
seront 

ou,  en  développant  par  la  série  de  Taylor, 

y'  =y  -  h'f  (x)  ^'ï^fl^x)--  !Ç /"{x)  +  .  .  . , 
y=y  +  h''/'{x)  -H  Ç/'{^)  -+-  Ç  /-(.r)  +  .  . . . 

Écrirons  que  M'M"  est  parallèle  à  MT,  nous  aurons 

X    —  X 

or 
et 

y"- /=  (A"+  A')/  (x)  +   -^—/'{.T)  4-  l-+^/«'{a:)  + . . . ; 
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on  aura  donc 

^'<')= FTF— : ' 

d'où,  en  efiectuant  la  division  par  A'' +  A'  et  supprimant 
f'(x)  de  part  et  d'autre, 

d'où  Ton  déduit,  en  supposant  f"  [x)  ^  o, 

En  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre,  on  peut  rem* 
placer,  dans  le  second  terme  du  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  A''  par  A'  5  on  trouve  ainsi 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  cherchée  est  la 
limite  de  celui  de  la  droite  MP,  quand  h'  et,  par  suite,  A" 
tendent  vers  zéro^  c'est  donc  la  limite  de 

_        2  ^  __A^-  AQ  -^/(.r  ^-  h")  -^  a/(^)  ^ 


en  remplaçant /(x  —  A')  et /(a:  H- A'')  par  leurs  diéve- 
loppements,  on  trouve 

5. 
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et  en  mettant  pour.  A'^  sa  valeur  (i),  on  aura 

On  peut,  pour  avoir  la  limite  de  u,  remplacer,  dans 
l'expression  précédente,  A'^  par  h*\  on  obtient  ainsi,  pour 
le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  diamétrale  en  M, 


f\-^) 


3/"(^) 


Soient  {fig*  8)  a  l'angle  que  fait  la  tangente  MT  avec  Ox, 
|3  Tangle  correspondant  pour  la  courbe  diamétrale,  y  l'angle 

Fiç.  8. 


0    A 


de  ces  deux  tangentes,  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
donnée  \  on  aura 


tang7  = 


D'autre  part,  on  a 


_  [i±;/'Vi]~ 
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d'où  Ton  tire 


on  déduit  de  là 


d.r  =  fia  ; 


7l  =  ^/'W-,^l-/"Wl> 


il  en  résulte 


3û 


En  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de 
la  courbe  proposée  k  cause  de  la  relation  p'  ==  ~  »  on  aura 

3o 

Soient  C  le  point  de  la  développée  qui  correspond  au 
point  M,  CD  parallèle  à  MT  la  normale  à  la  développée;  le 
triangle  rectangle  MCD  donne 

cotCMD  =  tangv  =  -—  i=  -^  : 

^  '       CD       CD  ' 

remplaçant  tangy  par  -f  »  nous  avons 

r 

CD  "^  p'  ' 
p'  =  3CD. 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  d'une  courbe 
est  triple  de  la  portion  de  la  normale  de  cette  développée, 
comprise  entre  son  point  de  départ  et  la  tangente  de  la 
courbe  diamétrale  relative  à  la  courbe  proposée. 


J 


O  TREMIERE    ViATlE. 


A.PPLIC\TIONS. 

1°  Quelles  sont  les  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points,  sont  normales  à  leurs  diamètres? 

On  doit  avoir 

y  =  90^     iangyr=--f; 

P 

on  a  donc 

p'=o,     p=:consU; 

9 
\ 

on  sait  que  la  courbe,  dont  le  rayon  de  courbure  est  con- 
stant, est  un  cercle. 

a^  Quelles  sont  les  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points ,  font  un  angle  constant  avec  le  diamètre  corres^ 
pondant  ? 

On  doit  avoir 

y  =.:  const., 

par  suite 

3p  3 

-f  =  const.  =  -r*, 

p  '^ 

il  en  résulte 

L-  =  /•,     logp  =  ^a  -f-  loaa^ 
p 

en  appelant  loga  ^a  constante  :  on  a  donc 

f 

On  verra  (p.  8o)  que  l'équation  précédente  défini    une 
spirale  logarithmique. 
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Problème  n^  33. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  en  un 
point  donné  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
courbe  donnée. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
considéré,  et  pour  axe  des  j^  sa  normale.  ~ 

L'équation  générale  des  ellipses  tangentes  à  la  courbe  à 
l'origine  sera 

Il  faut  écrire  qu'à  l'origine  j^''  et  j^"'  ont  sur  Tellipse  des 
valeurs  données  met  n^  celles  qui  conviennent  à  la  courbe. 

Diâérentiant  l'équation  (i)  trois  fois  de  suite,  et  faisant 
x  =  o<^  jr  =  o^  j'=^  o,  on  trouve 

a  4-   em   =  o, 

/2^  4-  3  bm  =  o, 
d'où 

b  n 


i 


a       3  m 

Le  centre  de  l'ellipse  (i)  est  donné  par  deux  équations, 
dont  l'une  est 

ax  -r-  bjrz=o^ 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  trouvée  entre  a  et  &, 
il  vient 

3/w» 

Y  -\ XT=zO\ 

n 

donc  le  lieu  des  centres  des  ellipses  est  une  droite  passant 
par  le  point  de  contact 
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Problème  n«  34. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  equilatères 
qui  ont  en  un  point  donné  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courbe  donnée» 

Gardant  les  axes  et  les  notations  du  problème  précédent, 
nous  voyons  que  l'équation  générale  des  hyperboles  équi- 
iatères  tangentes  à  la  courbe,  à  l'origine,  est 

On  aura  encore,  pour  exprimer  que  le  contact  est  du 
second  ordre,  la  condition 

Le  centre  de  l'hyperbole  (i)  est  déterminé  par  les  deux 
équations 

(3)  ax  -{-  bjr  =  0^ 

(4)  ^^  —  ajr-he  =  o; 

l'élimination  de  «,  b,  e  entre  les  équations  (2),  (3),  (4) 
donne 

*'-4-j'-4-- =0, 
m 

«  • 

équation  d'un  cercle  passant  par  le  point  de  contact,  dont 

le  centre  est  sur  la  normale  à  la  courbe,  et  dont  le  rayon  est 
— 9  ou  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée 5  car  ce  dernier  rayon  est  à  l'origine 


s 


y"        '^y'm 
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Problème  n^  35. 

(Jn  considère  la  série  des  paraboles  qui,  en  un  point 
donnée  ont  av^ec  une  courbe  plane  donnée  un  contact  du 
second  ordre;  on  demande  : 

1  "  L'équation  générale  de  ces  parabollfs; 
^®  Le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles; 
3**  L'enveloppe  de  leurs  axes, 

I®  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la 
normale  à  la  courbe  donnée  au  point  considéré  ^  désignons 
par  R  le  rayon  de  courbure  en  ce  point.  On  a,  pour  la 
courbe  à  Torigine, 


// 


jr=:o,     y  =zo,    J  =-g> 


(l  ^y'*Y 
en  vertu  de  l'expression  R=  ^ „    '  «  Pour  toutes  nos 

paraboles,  on  devra  avoir  aussi,  à  Torigine, 

^  —  o,     y'=^o,     ^'^-g-- 

Soit  a  Tangle  que  fait  Taxe  de  Tune  d'elles  avec  Ox\ 
son  équation  sera  de  la  forme 

En  diâerentiant  deux  fois,  faisant  ensuite  j:=:j^=j'=o, 

->  =  —  î  on  trouve 

^  R 

A  =:=  R  sin*  a  ; 

l'équation  générale  de  nos  paraboles  est  doue 
(i)  (/cosa  —  arsina)'=:  2Rsin*aj, 

et  le  paramètre  variable  est  «. 
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a**  On  trouve  aisément,  pour  les  coordonnées  du  foyer, 
de  la  parabole  représentée  par  Téquation  (i), 


R  . 

Xx-=z sinacosa, 

R   .  , 

Y\=-      —  sm*a. 

2 


Pour  avoir  le  lieu  du  foyer,  il  faut  éliminer  a  entre  ces 
deux  équations  \  on  en  tire 


.'  a-  V»  -^  --  sm*a  =  — 
4  2 


x]  -\-y\  =  -7-  sin'a  =  —jri. 


Le  lieu  du  foyer  a  donc  pour  équation 

Donc  ce  lieu  est  une  circonférence  tangente  à  la  courbe  et 
dont  le  rayon  est  le  quart  du  rayon  de  courbure  R. 
2°  L'équation  de  Taxe  de  la  parabole  est 

:r  sina  —  y  cosa  =  —  R'sin'a  cosa. 

Pour  trouver  Tenveloppe,  je  prends  la  dérivée  par  rapport 
à  a 

;rcosa4-^sina=:  —  R(2sinacos'a  —  sin*a). 

Il  faudrait  maintenant  éliminer  a  entre  ces  deux  dernières 
équations^  mais  il  vaut  mieux  tirer  de  ces  équations  les 
valeurs  Aq  x  Qty  en  fonction  de  «^  on  obtient  ainsi 

Îx-=:  —  R  sin  2  a  cos^a, 
/  =  —  R  C0S2  a  sm*  a. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faut  faire  varier  a  de  zéro  à  21:. 


/ 
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Afin  de  suivre  facilement  les  variations  de  x  ety^  formons 
—  et  —  ;  après  quelques  réductions,  nous  trouverons 

-j- = — 2Rcosacos3a,  ) 

(3)  \  •,  }    - -  =  tanga, 

-T- =  —  2Rsinacos3a,  j 

d(x.  '  . 

et  la  discussion- va  se  faire  au  moyen  des  équations  (2) 

dy 
et  (3).  Pour  «  =  o,  x  =  o,  j^  =  o,  -^  =  o,  la  courbe  part 

de  Torigine  où  elle  est  tangente  à  Taxe  des  x\  a  augmen- 
tant, X  elj  sont  négatifs,  et  vont  en  diminuant  jusqu'à  ce 

dx       «y 
qu'on  ait  a  =;,  3o**,  auquel  cas  -~  et  -^  s'annulent. 

Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AO",  continuons 
à  faire  augmenter  a  ou  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la 

courbe  avec  Ox^  -7-  et  -~  deviennent  positifs^  donc  x  eXj 

vont  en  croissant.  Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AQ 
située  au-dessus  de  AT,  puisque  la  tangente  s'incline  de 
plus  en  plus  sur  l'axe  des  X'^  le  point  A  est  donc  un  point 
de  rebroussement  du  premier  genre,  x  el  y  augmentent 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  a  =  po°;  alors  x  =  o,  j^  =  R;  la 
courbe  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  couAe  don- 
née^ nous  avons  ainsi, la  branche  QB  tangente  en  B  à  l'axe 
des  j^. 

Quand  on  change  «  en  tt  -{-  a,  j::  etj^  restent  les  mêmes; 
il  suffit  donc  de  faire  varier  a  de  zéro  à  t:*,  si  l'on  change  a 
.en  71  —  a^  X  change  de  signe  etj^  reste  le  même;  donc  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  àesj.  Nous  pou- 
vons achever  de  la  construire;  nous  voyons  [fig*  9)  qu'elle 
offre  trois  points  de  rebroussement  de  première  espèce. 

11  est  facile  d'avoir  le  rayon  de  courbure  p  en  un  point 


7t> 
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quelconque  de  cette  courbe  ;  on  a.  en  effet, 

ds 

mais  les  formules  (3)  donnent 


di 


=  2Rcos3a; 


doue 


p=z  2Rcos3a« 


La  courbe  enveloppe  des  axes  dés  paraboles  est  tangente 


au  cercle  lîeu  des  foyers  en  trois  points  O,  H,  K;  en  effet, 
reprenons  les  formules 

X,  =  — . —  sma  cosa,      x  =  —  R  sm  2 a  cos'a, 

2 


j  =  —  R  C0S2  X  sm'  a, 


d'où 


dYi  dy 
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Les  points  communs  aux  deux  courbes  sont  donnés  par  Té- 
quation 


(cos'a-i)  =  o. 


Sina  cosa 

d'où 

a  =  o,     ou     a  =  go°,     ou     a  =  Go**,     ou     a  =  1 20®. 

Pour  toutes  ces  valeurs,  sauf  àc  =  90®,  on  a 

—  tang2a  =  tanga     ou      -;— •  =  -=^. 

On  verra,  dans  le  j)roblème  1  de  la  troisième  Partie,  que 
la  relation  p  =  2R  cos3a  suflSt  pour  prouver  que  la  courbe 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  est  une  épicycloïde  çn- 

gendrée  par  un  point  d'une  circonférence  de  rayon  —  rou- 

mm 

3R 
lant  à  rintérîeur  d'une  circonférence  de  rayon  -y-* 

Problème  n»  36. 

Montrer  qu'il  existe  en  général  une  conique  ayant 
as^ec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné,  un  contact 
du  quatrième  ordre^  et  tromper  l'équation  de  cette  co- 
nique connaissant  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme, 

(>)  .  (»=/(«). 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  a  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente ai^ec  une  droite  fixe. 

Prenons  {fig- 10)  Tuii  des  points  de  la  courbe  pour  ori- 
gine, la  tangente  et  la  normale  pour  axes  des  x  et  desj^^ 


78  PHEMIÈEE    PÀETIE. 

nous  allons  chercher,  relativement  à  ces  axes,  réquation 
de  la  conique^  soit  cette  équation 


(2) 


Ajr^4-  2Ba:7-|-Ca:»4-2Dr=o. 


Il  faut  écrire  que  les  valeurs  de  y^  y\  y" ^  y"\  y^" ^  tirées 
de  cette  équation  quand  on  y  fait  x  =  o,  sont  les  mêmes 
que  pour  la  courbe  donnée  au  point  A  \  nous  représente- 

Fig.  10. 


rons  ces  dernières  par J^^'iîj^^o  ./'«"•  Différentions  quatre  fois 
réquation  (2),  et  faisons  ensuite  x  =  o,  j^  =  o  ;  nous  trou- 
verons 

D/,-+-C=:o, 
D/:4.3B^;  =  o, 
Djï+4B/:-f-3A/.«=:o. 


Tirons  de  là  les  rapports  —»    n'   rî'  reportons -les  dans 
l'équation  de  la  conique,  et  elle  deviendra 

(3)    (4j^?~  3/,/;)r*  -  ^fif.^y  -  9/.*^'-»-  »%?r  =  o. 

Il  reste  à  tirer  les  valeurs  àesy\^y1^y^^  de  Téquation  (1); 
or  nous  avons 

a  désignant  Tangle  que  fait  la  tangente  Ax  avec  une  droite 
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fixe^ 


ds  z=/{a-{-tf)d(f, 
dx  =  ds  cos  f  9 
rf/  =  ds  sin  9, 
(4)  ^  r/x  =/{a  -h  f  )  COS^é/^, 

4r  =/(«  -H  ?)  sin  9</<p, 


IVous  tirons  de  là 


Tr  ^     M  ■       -  ^^^^     — — ^^^  ■  I    I  I  ■  ■    ÉM    I  ■■■■M       -  ^  — — ^— ■■  ■  ■■    • 

d.r         /(^a -h  ^)  COS ffdf        pCOS'f 
^       I  dp 


„ dx'^ p  cos*9  _^  3  sin^  dx 

djc         p  cos  9  ^9       p'cos*9       p*cos*9 

dp 

, ,     3  sin  o  da. 

I  \p*cos*»       p*cos*» 

7'^= 1£ 1— -I^ .J — 

p  CO89  «f 

Calculons  cette  dernière  expression^  faisons -y  ensuite 
f  =0,  comme  dans  les  précédentes^  p  et  seâ  dérivées  ne 
dépendront  plus  que  de  Tangle  a  que  fait  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  A  avec  une  droite  fixe  OX;  nous  trou- 
verons 

p 

^•■~"        p»€fa' 

^..^^     3/i^y_j,  rf^p^ 

p»        p»\e/«/        p*  ^a> 

Je  trouverai  pour  les  valeurs  des  coefficients  de  Téquation 
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do  Tellipse  les  expressions  suivantes  : 

D=      g,: 
C  =  -9p', 


.=      3,g-,,-5(^J. 


Soient  Xj  et  j^i  les  coordonnées  du  centre  \  on  a 


Bj^, 

-f-Cr, 

=  o. 

ri  _ 
^1  " 

C 

■"       B 

Donc  l'angle  formé  par  la  droite  menée  du  point  A  au 
centre  de  la  conique,  avec  la  tangente  AT,  a  pour  tangente 

-—•  C'est  précisément  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  la 

tangente  du  diamètre  en  A,  page  69;  la  tangente  du  dia- 
mètre va  donc  passer  par  le  centre  de  la  conique. 

Appliquons  les  formules  précédente^  à  la  spirale  loga- 
rithmique 5  pour  cette  courbe,  on  a 


il  en  résulte 


A  =  —  (9  -h  2  m*  )  X'*£?""», 
AC— B^>o; 

la  conique  est  donc  une  ellipse.   Soit  X  l'angle  que  fait 
le  grand  axe  de  l'ellipse    avec  la  tangente  ^   la  formule 
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9.B        j 

tau  g  2  A  = T-  donnera 


,       3 
tang5i>==  — 


772 


Ainsi,  pour  tous  les  poînts  de  la  courbe,  le  grand  axe  de 
l'ellipse  fait  le  même  angle  avec  la  tangente. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde,  p  =  asina,  ~  =  acos«, 

-T-^  =  —  asina, 
«a' 

C  = —  ga'sin'a, 

B=         3a'sinacosa, 

A=: —  I2a^sin'a  —  5«*cos*a; 

AC  —  B'  étant  positif,  la  conique  est  encore  une  ellipse. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  la  couibe 
lieu  des  centres  des  ellipses  ayant  en  chaque  point  de  la 
cycloïde  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  cette  courbe. 

Problème  n<>  37. 

Troui^er  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
du  troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données . 

Prenons  (fig^  n)  deux  des  asymptotes  données  pour 

Fig.  II. 


axes  des  x  et  des^,  et  soit  alors  ax  -I-  bj  -f-  c  =  o  Téqua- 

tîon  de  la  troisième  AB;  l'équation  générale  des  courbes 

T.  —  Bec.  6 


1  FIlEMli^BE    PARTIE. 

a  troisième  degré,  ayant  pour  asymptotes  les  trois  droites 
jaiices,  sera 

a-x{a.T  -f-  br  T-  c)  —  (p.r  -h  qjr  -(-  r)  =  o, 

à  pi  q,  r  sont  des  paramètres  variables  ;  désignous  par  y  le 
remier  membre  de  l'équation  précédente;  les  coordoti- 
ées  X  ety  d'un  poiot  de  rebroussement  devront  vérifier 
:s  équations 

/■_„      ^-a       ^^o       /— ^V-  l^^~n 


d'f 

tlxdy  "^ 

dy-' 

I  d'f  y    d'f  d'f       ,    . 

)  (2aa:-i-2*J-  +  c)'— 4«Ôj:j-  =  0. 

ette  équation,  qui  ne  contient  plus  les  paramètres  varia- 
les  p,  q,  r,  est  celle  du  lieu  des  points  de  rebroussement 
e  toutes  nos  courbes  du  troisième  degré.  Ce  lieu  est  une 
llipse  tangente  aux  axes  des  x  et  des^,  aux  points  D  etF, 
kilieux  de  OA  etOBj  la  droite  ax-i-  bj-  -i-c^^  o  est  aussi 
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tangente  à  l'ellipse  au  point  G,  milieu  de  AB^,  on  a  donc 
ce  théorème  ; 

Le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  du 
troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données  est  l'ellipse  de  plus  grande  surface  inscrite  dans 
le  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 


Problème  n»  38. 

T'roui^er  la  déi^eloppée  de  la  lemniscate. 

L'équation  de  la  lemniscate  est  (x*  -hj*)*  =  «*  (^' — J*)  \ 
nous  exprimerons  x  eiy  k  l'aide  d'une  variable  auxiliaire, 
qui  sera  l'angle  polaire  6  -,  nous  trouverons 

^izzacosd  V^cosaO,     j  =  asinO  v'cosaô. 

En  dîfférentiant  et  réduisant,  on  a 

sin3ô    ,^        ,  cos3ô    ,^ 

dc=: — a —  aB^      dy  =  a  -^^;^:=:  dB  ; 

^COS  2  B  yXOS2Ô 

on  en  conclut,  pour  l'équation  de  la  normale  à  la  lemniscate, 
Xsin3d  —  YcosSô  =  âsiaaO  \/cos2Ô. 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  droile^   nous  prenons  la 
dérivée  par  rapport  à  d 

^r  .    o«       ^  2cos*2Ô  — sin*2d 
Xcos39-{- YsmSô  —  ^   _,.       • 

^  y^cos  2  ô 

Les  deux  dernières  équations  peuvent  s'écrire 

Xsm3e-Ycos39  =  -4ML, 

XcOs39-hYsm30=:::rT ^     ] 

^         y^COS  2  B 

6. 
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en  les  résolvant  par  rapport  à  X  et  Y,  on  trouve 

a  3  cosô  -h  cos30 

X=  TT  .  j 

"  y^cos2  9 

a  — 3sind-hsin30 

^  V^COS2  0 

ou  bien 

,  V  2<2  '  cos'9  2a    sin'ô 

(Ij  X=:  -5-   --=:rrrrj        Y  =  — 


3    V^cos2  9  3    y^cos2G 

telles  sont  les  coordonnées  du  point  de  la  développée  cor- 
respondant au  point  x,  y  de  la  courbe.  Il  est  facile  d'éli- 
miner 0  de  ces  deux  équations  ^  on  a,  en  effet, 

^       ^  ^         ^       (COS20/ 

d*où 

(X^-^Y5)V-Y^)  =  i^ 

pour  équation  de  la  développée  5  mais  il  vaut  mieux  discuter 
la  courbe  avec  les  formules  (i),  auxquelles  nous  joindrons 
les  suivantes  : 

dX       8a  sin»0  — I   .   ^       ,^ 
_  =  _^ -^smOcos'ô, 

,    X  }  (COS2Ô)'  V    .*  *        . 

^0-3  3^in»ôcosô, 


(COS2Ô)»  \   dY 

dY       8a  1  — cos»0    .  , 

(COS20)* 


-  ^        2a     dY 

pour  e  =  o,  j  =  o,  X  =  'j-,  ^=0. 

La  courbe  {Jig- 1 2)  part  du  point  A,  où  elle  est  tangente 
à  Taxe  des  X^  6  augmentant,  X  est  positif  et  décroissant, 
Y  négatif  et  décroissant^  pour  0=  3o°,  X  est  un  minimum*, 
pour  6  >  3o°,  X  croit  et  Y  décroit-,  pour  9  =  45°,  X  et  Y 
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sont  infinis  ;  la  courbe  a  une  branche  inSnie  ;  lim  —  = 

A. 

l'asymptote,  si  elle  existe,  est  parallèle  à  la  droite  Y-f-X 
Il  Faut,  pour  avoir  Tordonnée  à  Torigine,  chercher 


15 


=  0. 


!•      /v      -«-x       1.     2fl  cos'O  —  sin*0       ,.     la    cos'O  —  sia'Ô 
lina  (  Y  -4-  X)  =  lim  -^r -== —  =  hm  -5 — 

^         VCOS2O  ^    ^cos*Ô  —  sin'O 

pour  0  =  45*';  or  cette  limite  est  zéro,  car 


Q.éz    cos'0— sin*9        ia     /cosô — sinô ,        ^  ^  .    *       .  .^x 

=:=—- 1/ ;: r— :  (cos*04-cosôsm0+sm^OK 

is'e— sia^ô        ^   V  c— 'Û-L-— ûv 


y'cos' 


cosO-hsinô 


et  cette  dernière  quantité  s'annule  pour  0  =  45®.  L'asym- 


ptote est  donc  la  droite  Y4-X  =  o-,  la  courbe  se  compose 
de  quatre  parties  égales  à  la  branche  ABC  que  nous  venons 
de  déterminer. 


Problème  n»  39. 

Troui^er  l'em^eloppe  des  positions  d'une  droite  mobile 
qui  tourne  uniformément  autour  d'un  de  ses  points  pen- 
dant que  ce  point  se  meut  d'un  inoui^ement  rectiligne  et 
uniforme\ 


PREMIERE    1 


Prenons  [fig-  i3)  pour  axe  des  x  la  droite  décrite  par 
le  point  considéré,  et  pour  origine  la  position  occupée  par 


V 

Fie-  i3. 

^^ 

"5 

^/^ 

* 

point  quand  la  droite  mobile  est  couchée  sur  l'axe  des  x; 
eut  OM  ■=.  nautt,  CMo?^  wt,  où  t  représente  le  temps 
)ulé;  l'équation  de  la  droite  MC  est 

j-r=tangwî{j;  — anwî) 


enons  la  dérivée  des  deux  membres  de  cette  équation 
r  rapport  à  t,  et  nous  aurons 

lus  pourrions  éliminer  t  entre  les  deux  dernières  équa- 
ns  pour  avoir  l'enveloppe;  mais  il  vaut  mieux  garder  ( 
mme  variable  auxiliaire.  Des  équations  précédentes  ou 
e 


it  pose  2Wi  =  TT  —  ç;  nous  aurons 

a:=  ii(ir  — f  -(-  siOf  ), 

^  =  »(,+cos,), 
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OU  cïicore 

xzzzfta  —  a(<p  —  sîny), 

y  z=:2,a  —  a[i  —  cosç). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  tangente  à 
Taxe  des  x  et  dont  le  sommet  est  à  Torigine. 

Problème  n»  40. 

Sur  les  caustiques  par  réflexion. 

Des  rayons  lumineux,  partis  du  point  L  [fig,  i4)i  vien- 
nent rencontrer  une  courbe  C5  ils  sont  réfléchis  5  la  caus- 
tique est,  comme  on  sait,  Tenveloppe  des  rayons  réfléchis. 
Un  théorème  intéressant,  du  à  Quetelet,  ramène  la  re- 
cherche de  la  caustique  à  celle  de  la  développée  d'une  cer- 

Fig,  14. 


laine  courbe^  voici  ce  théorème  :  Qu'on  abaisse  du  point 
lumineux  la  perpendiculaire  LP  sur  Vune  quelconque  des 
tangentes  de  la  courbe  proposée,  que  l'on  prolonge  cette 
perpendiculaire  en  Q  d'une  quantité  égale  à  elle-même, 
et  la  caustique  sera  la  développée  du  lieu  des  points  Q. 

On  voit,  en  effet,  tout  d'abord  que,  en  menant  la  droite  QM 
et  la  prolongeant,  on  a  le  rayon  réfléchi;  en  second  lieu,  la 
tangente  au  lieu  du  point  Q  est  parallèle  à  la  tangente  au 
lieu  du  point  P,  et  cette  dernière  (Frenet,  2®  édition,  pro- 
blème 230)  fait  avec  PL  un  angle  APL  =  PML  -,  si  donc  BQ 
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est  la  taDgente  au  lieu  du  point  Q,  on  aura 

PQB  =  PML  =  PMQ, 
et  par  suite 

PQB  4-  PQM  =  BQM  :t=  PQM  -+-  PMQ  =  go». 

Donc  les  rayons  rëflécliis  sont  les  normales  de  la  courbe  Q, 
et  par  suite  la  développée  de  cette  courbe  est  la  caustique. 

APPLICATIONS. 

I®  La  courbe  donnée  {Jîg*  ï4)  est  une  spirale  logarith- 
mique au  pôle  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux; 
dans  la  spirale  logarithmique,  Tangle  PML  est  constant;  le 
lîeu  du  point  P  et  par  suite  celui  du  point  Q  sont  donc  des 
spirales  semblables  à  la  proposée;  la  développée  du  lieu 
t!a  point  Q  sera  donc  encore  une  spirale  logarithmique 
égale  à  la  proposée  ;  c'est  la  caustique  cherchée. 

a®  La  courbe  donnée  est  une  hyperbole  équilatère  au 
contre  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux. 

Prenant  pour  axes  les  axes  de  Thyperbole,  on  trouve 
aisément  que  le  lieu  du  point  P  a  pour  équation 

et  par  suite  celui  du  point  Q 

\c  lieu  du  point  Q  est  donc  une  lemniscate,  et  comme,  à  la 
page  85  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  construit  la  développée 
de  la  lemniscate,  nous  avons  par  cela  même  étudié  la  caus- 
tique demandée. 

3°  La  courbe  donnée  est  une  circonférence,  et  le  point 
lumineux  est  placé  sur  la  circonférence. 

Je  dis  que  le  lieu  du  point  Q  est  une  épîcycloïde.  Pour  le 
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prouver  {fig.  i5),  j'élève  au  point  Q  la  perpendiculaire  QC 
sur  MQj  je  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OM;  je 
prolonge  également  MO  jusqu'en  D.  Les  deux  triangles  rec- 
tangles MQG  et  MLD  sont  égaux  comme  ayant  Tangle 

Fig.  i5. 


QMC  ==  LMD,  et  le  côté  MQ  =  ML  -,  donc  MC  =  MD.  S^ 
je  fais  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  M, 
Q  et  C,  elle  sera  donc  égale  à  la  proposée,  et,  à  cause  de 
l'égalité  des  cordes  MQ  =  ML,  on  voit  que  les  arcs  MQ 
et  ML  sont  égaux.  Donc,  en  faisant  rouler  extérieurement 
sur  la  circonférence  proposée  une  circonférence  égale,  le 
point  de  cette  circonférence,  qui  était  d'abord  en  L,  décrira 
le  lieu  du  point  Q;  c'est  l'épicycloïde  LQAH.  On  sait  que 
la  développée  d'une  épîcycloïde  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. 

Prenons  donc  OB  =  OK  =  --- 1  et  décrivons  des  circon- 

6 

férences  sur  BK  et  KL  comme  diamètres  \  en  faisant  rouler 

la  seconde  sur  la  première,  le  point  qui  était  d'abord  en  L 

décrira  l'épicycloïde  LFBE,  qui  sera  la  caustique  demandée. 
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Problème  n^  41. 

Sur  les  rayons  vecteurs  d'une  courhe  comme  diamètres, 
on  décrit  des  circonférences;  on  demande  de  montrer  que 
Venv^eloppe  de  ces  circonférences  rîest  autre  chose  que  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  del'o7*igine 
sur  les  tangentes  de  la  courbe,  ou  la  podaire  de  la  courbe 
par  rapport  à  l'origine. 

Soient,  en  effet,  x  et  j' les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  dont  l'équation  est  j  =f[x)'^  l'équa- 
tion du  cercle  correspondant  sera 

(1)  X»H-  Y»—  X.2r-.Y7=r:0. 

Pour  trouyer  l'enveloppe,  il  faudra  joindre  à  l'équation 
précédente  celle  qu'on  obtient  en  en  prenant  la  dérivée  par 
rapport  à  x,  savoir  : 

(2)  X-fYj'=:0. 

En  prenant  le  point  où  la  droite,  représentée  par  l'équa- 
tion (2),  rencontre  la  circonférence  (i),  on  aura  un  point 
de  l'enveloppe.  Or  la  droite  (2)  est  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente^  son  pied,  qui  doit  être 
sur  la  circonférence,  coïncide  donc  avec  le  point  de  l'enve- 
loppe, et  la  podaire  est  identique  à  l'enveloppe. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  surfaces  :  l'enveloppe 
des  sphères  décrites  sur  les  rayons  vecteurs  d'une  surface 
comme  diamètres  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  tan- 
gents de  la  surface. 

Soit,  en  effet, 

(3)  z=f(,T,x) 


t 
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rcquatîon  de  la  surface,  p  =  —,  q  z=z  —  \  Téquation  d'une 
des  sphères  est 

(4)  X»  -^  y=-h  z»  —  x.r  ^  Yr  —  Zz  =  o. 

Si  Ton  remplace  z  par  sa  valeur  en  x  et  y^  au  moyen  de 
l'équation  de  la  surface,  l'équation  précédente  contiendra 
deux  paramètres  variables  x  g\j'^  il  faudra,  comme  on  sait, 
dif rérentier  par  rapport  à  chacun  de  ces  paramètres  pour 
avoir  Tenveloppe^  on  aura  ainsi 

(5)  X-4-Zp^o, 

(6)  YH-Z^=r0, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  résultera  de  Télimination  de 
x^y^  z  entre  les  équations  (3),  (4),  (5)  et  [&)\  or  les  deux 
dernières  sont  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  Torigine  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  ^  le  pied  de 
cette  perpendiculaire,  qui  doit  être  sur  la  sphère  (4),  coïn- 
cide donc  avec  le  point  de  l'enveloppe  déterminé  précé- 
demment, et  la  podaire  et  l'enveloppe  sont  identiques. 

Problème  no  42. 

TrouK^er  la  caustique  par  réflexion  pour  des  rayons 
lumineux  perpendiculaires  à  l'axe  d'une  parabole. 

L'équation  de  la  parabole,  en  prenant  le  foyer  pour  ori- 
gine et  l'axe  pour  axe  des  a:,  est 

jr^=  7,px  -+-  p^. 

Soient  PM  {/ig.  i6)  un  rayon  incident,  MN  la  normale, 
MR  le  rayon  réfléchi,  y  l'angle  MNP  5  on  aura 

NMP  =  NMR  =  ~  —  (p, 

2 

MRa:= 20, 

2 
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et  l'équation  de  MR  sera 

Dans  le  triangle  rectangle  MPN, 

PN=/j=j^cotp,     d'où     x=ptaitgf. 

Reportant  cette  valeur  dey  dans  l'équation  de  la  parabole, 
il  vient 


L'équation  (t)  du  rayon  réfléchi  pourra  s'écrire 

Ysiaîip  — Xcosîiji  =jsin2ç  — .rcos2f 
ou 
(2)  Ysina»— Xcos3!»=  — ^ 

Pniir  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite,  je  prends  les  déri- 

Fig.  16. 


vées  des  deux  membres  de  l'équation  (a)  par  rapport  à  y, 
ce  qui  nie  donne 

(3)  Ycosiy  +  Xsina.::^  psmf  ^ 

Je  résous  les  équations  (2)  et  (3)  pat-  rapport  à  X  et  Y,  et 


'  \ 
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je  trouve 

Sx  == ^—z-  cosScp, 
2C0S*0  ' 

Y  =  H ^——'  sin  3  «p. 

2COS'^ 

Voilà  donc  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
caustique,  exprimées  bien  simplement  en  fonction  de  la 
variable  auxiliaire  cp  ^  la  courbe  est  évidemment  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  des  x,  et,  pour  la  construire,  il  suflBra 

de  faire  varier  cp  de  zéro  à  -;  on  trouve,  du  reste,     * 

^X       3/7  sin  2  7 
dff  1  ces*  f 

a  Y        ôp  cos  2  ff 
dff  2  cos*  ^ 

On  construira  sans  difficulté  la  courbe  à  l'aide  des  équa- 
tions (4)  et  (5)  ^  on  peut  calculer  aisément  la  longueur  d'un 
arc  de  cette  courbe^  on  a,  en  effet, 

dS  Zp  Zp  ,  ,  .  , 

d'où 

S=?^(tangf +|tang«ç). 

L'aire  U  du  secteur  AOM  de  la  parabole  est 


P^ 
U  m  ^  (tangip  -h  jlang'ip); 


il  en  résulte 


p 


La  longueur  d'un  arc  de  la  caustique,  multipliée  par  p^  est 
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égale  à  6  fois  l'aire  du  secteur  parabolique  corres- 
ant. 

lerchons  l'équatîon  de  la  caustique  en  coordonnées  po- 
s;  prenons  OA  pour  axe  polaire;  nous  ferons  donc 

X  =  —  ^cose,      Y-;;rsine; 


tion  de  la  forme 

!■•"  cosmfi  = 
Problème  n<> 

43. 

1  considère  la  co 

urbe  définie 

?"< 

les 

équations 

j  ■'•  =  ^->{     siûf 

+  :»»,,)  + 

c-^ 

(si» 

1  — 

ÏÎC087), 

1  j-  =  e"î[— cosç 

+  msto,)- 

e-i 

(co. 

ï-t- 

,.in,l, 

mt  la  variable  auxiliaire.   On  considère  ensuite  la 
loppée  de  cette  courbe,  puis  la  développée  de  la  nou- 
courbe;  on  demande  de  montrer  qu'elle  est  sem- 
leà  la  courbe  primitive;  construire  la  courbe. 
1  peut  écrire 

.■!:=:      siniy(e"'-i-c-"T)  +  m  cosf  (e"t  —  e-*T), 
j  =  —  cosf{e"*  +  e-"f  )-t-  m3\ai}[d"i—  e""!). 
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Ou  en  déJuitf  en  différentiant  et  réduisant, 

z=  { I  4-  »2»)  (e*?  H-  ^-'"î)  cos«, 

r/r 
M® 

d'où 

ds 

—  =:  (i-t-  m')  (e*î  -4-  e—î), 

d(f  • 

(/r  r/v 

—-  =.  COSO,       -r^  =  sino. 

ds  ds 

Donc  cy  est  Tangle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  Taxe 
des  x^  et,  p  désignant  le  rayon  de  courbure,  on  aura 

Pour  la  développée,  y  et  p  deviennent  cj>'  et  p',  et  Ton  a 


d'où 


On  a  donc 


(p'  rrr  ^  H >        ds' z=z  f/p, 


ds'         dp 


d(D 


Pour  la  développée  suivante, 


ff r 


TV 


d'où 

DonC;»  pour  cette  nouvelle  courbe,  on  a 

f   m  y  -h  TT,        p=  m'p. 
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Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  ces  deux  courbes 
sont  donc  parallèles  et  les  rayons  de  courbure  proportion- 
nels, ce  qui  démontre  bien  que-  les  deux  courbes  sont  sem- 
blables. 

On  peut,  du  reste,  chercher  directement  les  coordon- 
nées x\  7  ',  x"^  y"  des  points  qui,  sur  la  première  et  la 
seconde  développée,  correspondent  au  point  xy  de  la 
courbe  donnée.  Ainsi  la  normale  à  la  courbe  donnée  a  pour 
équation 

Y  sin y  -f-  X  cosy  =  x  cos^  -h  j  sin y  =  m (e"'?  —  e~"?  ). 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  y  pour  avoir  Tenveloppe 
de  la  normale,  et  nous  trouverons 

Ycosy  —  X  sinç  :=  m'(c"'î  -i-  e-™?), 

et  des  deux  équations  précédentes  on  tire,  pour  x*  et  y\ 
ces  valeurs  v 

|j'=r      w*cos<p(e*'?-i-c^-*'T) -f- /wsinç(e^î-- e-*?),     • 
(  j:'  =  —  m' sin  ç  (^"î  -f-  e-*"?)  -h  m  cos<p  (^"Ç  —  t'-"*?  ) . 

En  opérant  de  même  sur  la  développée,  on  trouvera 

x"z=z  —  m' sin  ç(e'"'?  -»~  e-*"?)  —  /n»  cosy  (^?  —  e?"*"?), 
y"  =      m^  CCS  «ji  (  e'"?  -h  ^~'"'*  )  —  ///'  sin  y  (  e*»?  —  e-"?  ) 

ou  bien 

x"-=z—m}x^     y"^=^ — m?y^ 

ce  qui  montre  que  la  développée  de  la  développée  s'obtient 
en  réduisant  les  rayons  vecteurâ  de  la  courbe  proposée  dans 
le  rapport  de  i  à  m*,  et  faisant  tourner  de  180  degrés  la 
courbe  obtenue. 

La  courbe  définie  par  les  équations  (2)  jouit  de  la  même 
propriété  que  la  proposée,  c'est-à-dire  qu'on  aura  aussi 

x"':=^  —  rn'x^ ,      y'"=.  —  m'y'. 
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La  courbe  (i)  est  facile  à  construire;  on  sait,  en  effet, 

fin/*  flY 

immédiatement  quels  sont  les  signes  de   -^  et  -j^  :  pour 
cp  =  o,  a:  =  o,  j  =  —  2,  cp  variant  de  zéro  à  -  j  x  et  j  aug- 


2 


w   , 


mentent;  cp  variant  de  -  à  tt,  a:  diminue  et  y  augmente;  la 
courbe  est  une  spirale. 

Problème  n^  ^4. 

Deiix  spirales  logarithmiques  ont  le  même  pôle  [fig*  17); 
on  considère  sur  ces  courbes  deux  points  A  et  B  correspon- 


dant à  un  même  angle  polaire  variable.  En  ces  points, 
on  mène  les  tangentes  aux  deux  courbes;  elles  se  coupent 
en  un  point  M;  est-il  possible  de  déterminer  les  deux 
spirales  de  manière  que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa 
développée? 

Soient  r=:zaë^^  r  =  a€^  les  équations  des  deux  spirales 
en  coordonnées  polaires;  faisons  m==cot(p,  n  =  cot^; 
Tangle  ACx  sera  égal  à  6  -i-  cp  et  l'angle  BDo:  égal  à  6  H-  cp  ; 
donc,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'équation  de  la  tan- 
gente AM  sera 

j  — ac^'sin9=:  tang(ô  -^  ff){x —  ae^  cosO). 
T.  —  Rec,  7 
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«  

De*  même  celle  de  la  tangente  BM  sera 

y  —  ae^^  sin 0  =  tang( 0  -f  ^['  )  (.^  —  ae'^  cosO ). 

Résolvant  les  deux  équations  précédentes,  on  a,  pour  les 
coordonnées  a:  et  j^  du  point  M, 

[   x=z  -r—, r\  r^cos(0-+->I')sin«>— <?"®cos{ô-f-a))sinxf], 

y  sin(«  —  -J/)  •■  V        •/       T 

I  y  =  -— 1-  [e^^  sin  (64-  ij»)  sin  Y  —  e"'  sin  (ô  -f-  y)  sin>p]  : 

telles  sont  les  équations  du  lieu  du  point  M  avec  la  variable 
auxiliaire  0.  En  diiFérentiant ,  remplaçant  dans  certains 
termes  in  par  cotcp,  n  par  col^p  et  réduisant,  on  trouve 

-^  =  a  -r— TT  cos(0  4-  *  4-  >!*), 

dB  sin((ï)  — >[/)        ^         ^       ^' 


^0  Sin(y  — i];)         ^  ^        ^' 


d'où 


r/0  sin(<p  —  >[/) 

--^•z=cos(0  4-  ç-i-^'),      J-  =  sin(6  H-ç-h^}*). 

Donc,  en  appelant  a  l'angle  que  la  tangente  au  lieu  du 
point  M  fait  avec  Ox  et  p  le  rayon  de  courbure  de  ce  lieu 
au  point  M,  on  aura 

,  ds        ds  e^^  —  e"* 


dx         dB  sin(«j)  —  ^|;j 

Soient  a'  et  p'  les  quantités  analogues  k  a  et  p  pour  la  dé- 
veloppée 5  on  aura 

2  ^       ^       '^       ^0  sin(ç  — >p) 
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Soît  f  4- 1|;  =  A  -,  pour  le  lieu  du  point  M,  on  a  entre  p 
et  a  Téquation 

^    '  ^  sin(y  — \p) 

et  pour  sa  développée 

.^.  ,  me    \  ^J  —  ne  ^         */ 

(3)  p'=a v-r      -,T « 

^  ^  sin(y  —  -»[/) 

Posons,  dans  l'expression  (3),  aJ^^iOL-^ «o^  elle  de- 

viendra 

p'=r  « ;— ^ — , 

sin(^  —  ^) 

et  celte  expression  sera  égale  à  l'expression  (2)  pour  toutes 
les  valeurs  de  <x,  si  Ton  peut  déterminer  «o  de  manière  à 
vérifier  les  équations 

quel  que  soit  et  5  s'il  en  est  ainsi,  le  lieu  du  point  M  sera 
égal  à  sa  développée.  Les  équations  précédentes  reviennent  à 

Nous  voyons  d'abord  que  m  et  ti  doivent  être  positifs  5  on  a 
ensuite 

loff/»  10ff72 

«0  —  ^=^ î 

m  n 

les  paramètres  m  et  n  sont  donc  liés  entre  eux  par  la  rcla- 

losrm        loff/2 
lion  -^—  ==  -^—  • 

Construisons  [Jig*  18)  la  courbe  qui  a  pour  équation 

Y  =  -£.-5  OA  =  j ,  OB  =  e,  BC  =  -;  en  C  la  tangente  est 
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parallèle  à  OX.  Menons  à  OX  une  parallèle  quelconque 
du  côté  des  Y  positifs,  et  à  une  distance  moindre  que  -; 
elle  rencontrera  la  courbe  en  deux  points  M  et  N,  dont  les 

Fig.  i8. 


7 


E 


N 


F        B 


abscisses  sont  OP  et  OQ,  nous  pouvons  preudi'e  tn  =  OP, 
72  =:=  OQ,  car  nous  aurons  bien 


logm        log^ 


m 


n 


Si  la  parallèle  était  menée  au-dessous  de  OX,  elle  ne  ren- 
contrerait la  courbe  qu'en  un  point.  La  conclusion  est  donc 
la  suivante  »:  m  ayant  une  valeur  quelconque  supérieure 
à  I ,  il  y  a  toujours  une  valeur  correspondante  de  n  telle 
que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa  développée. 


Problème  no  45. 

Un  point  M  d'une  ellipse  est  défini  par  son  anomalie 
excentrique  (p.  On  demande  : 

1°  De  troui^er  l'anomalie  excentrique  du  noux^eau 
point  P,  où.  le  cercle  de  courbure  au  point  M  va  rencon- 
trer l' ellipse  ^ 
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a®  De  montrer  qu'il  existe  deux  autres  points  M!  et  M!' 
de  l'ellipse  tels,  que  leurs  cercles  de  courbure  vont  aussi 
passer  par  le  point  P^ 

3°  De  proui/er  que  le  centre  de  grayité  du  triangle 
TS/LMIM."  coïncide  av^ec  le  centre  de  l'ellipse; 

4*^  De  prouver  que  les  quatre  points  M,  M',  M'^  et  P 
sont  sur  un  même  cercle; 

5^  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle 
précédent  quand  le  point  M  se  meut  sur  V ellipse 

I®  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M;  nous  au- 
rons 

x-zrza  cos<p,     y  =  b  sin ç.  ^ 

On  trouve  facilement  que  l'équation  du  cercle  de  courbure 
au  point  M  est 

I(X--acos<j))*-f  (Y—  èsinç)2 
,,,      ,         ,  .  ^  ,/X— «ces©       Y— èsinç\ 
-f-2(è'cos'9-f  a*sm*y)( ^ -f-  ^j=o. 

Pour  trouver  le  point  P  où  ce  cercle  va  de  nouveau  ren- 
contrer l'ellipse,  nous  ferons 

X  r=:  û  cos<ï>,     Y  =-b  sin*, 

moyennant  quoi  Féquatîon  précédente,   après   quelques 
transformations,  s'écrira 

sin' ^  (  a'  sm* ^  -h  b^  cos* i  — b^  cos'y  — a'  sm'<ï>  |  =  o. 

Nous  avons  déjà  la  racine  double  4>  =  9  ;  en  la  supprimant 
et  transformant,  on  obtient 

a' —  «'cos(*4-?)  4-  ô'-h  è'cos(*-f-ç) 

—  b^ — a» — Pcos2f  H- a*cos2f  =0 
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bien 

cos(*  +  ly  )  ^  cosaiy, 

qui  donne 

*4-ç:=2T      et      *  +  ç^3lt  —  2^, 

;  3 1- à -dire 

*  =  ç      et      *^27r  —  3if. 

nsi,  comme  cela  devait  être,  nous  avons  trouvé  la  racine 
pie  ■I>  =  f,  et  l'anomalie  excentrique  du  point  P  est 
r-3,.  ^ 
a"  Considérons  les  points  M' et  M"  ayant  pour  anoma- 

:s  excentriques  ç'=  if  4-  -^i  51"=;  ^  "*"  T'  '^'  points  P' 
P",  correspondant  à  ces  points  M'  et  M*,  auront  pour 
lomalies  excentriques 


;s  points  coïncident  donc  avec  le  point  P. 

3"  Soient  x',  y',  x",  y^  les  coordonnées  des  points  M' 

M"j  on  aura 

X  =acos7,  y  =6sin<p. 


n  conclut  de  là,  quel  que  soit  ^ , 


y-^y^y  —  o. 
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ce  qui  démontre  bien  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
M  M' M''  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse. 
Il  convient  de  remarquer  les  relations 

3  ^2  3  ^j 

a-}-irx*^^x"''= ,       y^_^- y'24- r"a= , 

2  2 

d'où  Ton  déduit  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
points  M,  M',  M'''  au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  la  con- 

stante  o • 

2 

4°  On  trouve,  par  un  calcul  direct  et  facile,  que  l'équa- 
tion du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  M',  M"  est 

.r»-|- y* a:COs3o  — ; —  r  Sini©  =: 9 

et  l'on  vérifie  que  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y 
remplace  x  par  acosSf  et  j^  par  — &sin3cp^  elle  devient, 
en  effet, 

OU 

(cos'3ç  -f-  sin'3y)  = • 

2  *> 

5°  Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  pré- 
cédent; OU  a 

û»  —  6» 

a=  — -, cos39, 

4« 

p  =  — y-. —  sm  o  (p. 
4^ 


On  en  déduit 


équation  d'une  ellipse  ayant  même  centre  et  mêmes  direc- 
tions pour  ses  axes  que  l'ellipse  proposée. 
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i^mme  enveloppe  du  même  cercle,  on  trouve  la  courbe 
quatrième  degré,  dont  l'équation  est     t 


Problème  n"  46- 

'Jn  demande  [fig.  19)  : 

1°  De  trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde 


;  ellipse  et  à  son  cercle  osculaleur,  et  de  calculer  l'aire 

la  courbe; 

1°  De  trouver  l'enveloppe  de  cette  corde  et  l'aire  de 

nouvelle  courbe. 

1"  Les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde  sont 

2i  =  acos3fi,     ^"1  =  —  6  ânSf  ! 
coordonnées  du  milieu  seront  donc 

a:=:  -{coSf  +  COaSip), 

r  =  -(sin?  —  sin3ç) 
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OU  bien 


(') 


et  Ton  en  lîre 


X  =.      a  cos  1  ^  cosf , 

J= —  é  0052^8019, 


(2) 


dx 

—-  =  asiay(i  —  ôcos'cp), 

MO 

(Iy 

-^  =r  6cosf(6sin'7  —  i). 


A  l'aide  des  équations  (i)  et  (2),  il  est  facile  de  construire 

dx 

la  courbe  :  pour  <y  =  o,  a:  =  a,  j^=:q*,  (j>  augmentant,  — 

dy  ,      , 

et  —  sont  négatifs;  x  décroît,  j^  est  négatif  et  décroissant; 

le  minimum  de  j^  a  lieu  pour  y  =  y,,  y,  étant  défini  par 

l'équation  sincpi  ==-7=»  après  quoi  x  décroit  toujours  et  j^ 

croit;  pour  ç  =  y >  a:  =  o,  j^  =  o  et  —  = ;    en  U  la 

courbe  est  donc  tangente  à  la  diagonale  DG  du  rectangle 
construit  sur  les  axes;  <f  augmentant  toujours,  x  décroît 

jusqu'à  ce  qu'on  ait  9  = <p,  ;  enfin,  pour  <p  =  -?  a:  =  o 

et  y  •=.h\  nous  obtenons  ainsi  la  partie  AMONB  de  la 
courbe.  Cette  courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux 
axes  de  l'ellipse,  on  acbèvera  aisément  de  la  tracer. 
Cherchons  l'aire  de  la  courbe  ;  on  trouve 

ydv  —  xdy  =  ab  ces'  2  y  ^y. 
Soit  Ml  l'aire  de  la  partie  OMAM'O;  nous  aurons 


Ui  =  ab  j 


4 

COS*2(fdff, 
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De  même,  si  u,  désigne  Taire  de  la  partie  ONBN'O,  on 
aura 

U2=zab  1      cos'2(p^(p, 

T\ 

ou  bien,  en  posant  ç  =  ^  -f-  ^j;  et  mettant  ensuite  la  lettre  9 
au  lieu  de  ^<, 

4 


Jo 


Les  deux  intégrales  qui  figurent  dans  les  expressions  de  u^ 
et  i£j  sont  égales  entre  elles,  comme  on  le  voit  en  les  dé- 
composant en  éléments  infiniment  petits  \  on  a  donc 


7C 

4" 


0 

i:ab 


«I  H-  "j  = 


T' 


et  Taire  de  la  courbe  entière  est  —  >  ou  la  moitié  de  celle 

2 

de  Tellipse. 

2°  Cherchons  Tenveloppe  de  la  corde  commune  à  Tel- 
lipse et  à  son  cercle  osculateur  ;  cette  corde  passe  par  les 
points  Xi,  j^i,  Xj,  j'i^  elle  a  donc  pour  équation,  en  mettant 
pour  Xj,  j^,.  j:,,  ^,  leurs  valeurs, 

,    .  b  sincp  -+-  sinSflp  , 

Y  —  b  smç  = ~-  (x  —  a  ces?) 

*       a  coS(p  —  cosof 


ou  encore 


.  b  cosy 

r  —  6  smo  = 7—^  (jc  —  a  coso), 

^       a  smf  ^ 
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ce  qui  peut  s'écrire 

(3)  ajrsinff  —  bxcosf  =  —  a6cos2f. 

Jo  prends  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  f ,  afin 
d'avoir  Fenveloppe  demandée^  j'obtiens  ainsi 

(4)  a/cosç -h  ô.r  sinç  =  2a6sin2ç. 

L'élimination  de  cp  entre  les  équations  (3)  et  (4)  donnerait 
l'enveloppe,  mais  je  préfère  garder  la  variable  auxiliaire  cp^ 
je  résous  les  équations  précédentes  par  rapport  à  a:  et  ^,  ce 
qui  me  donne 

j  =  ô(2sin2çcos9  —  cos2fsin^), 
x  =  a(2sin29sin^  +  cos2f  cosç) 

ou  bien 

^^  (  a:  =  flcosç/'i -h  2sin*y), 

(  /  =  ô  sin  ç(i -h  2  cos'cp). 

En  différentiaut  et  réduisant,  j'obtiens 

-—  =  Oâ(SUl9C0S2o,     J 

(6)  {     '^  (  î^  —  ^^^^?, 

dr       ^  \  dx       a  sin  <p 

-j- =  36cosçcos2«p     ; 

On  peut  remarquer  que  le  coeflScient  angulaire  -j-  est 

égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  tangente  à  Tellipse; 
la  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  son  cercle  osculateur  et 
la  tangente  à  l'ellipse  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 
l'ordonnée  du  point  M. 
Il  est  facile  de  discuter  la  courbe  avec  les  équations  (5) 

et  (6)  :  pour  cp  =  o,  x  =  o,  y  =  o,  y-  =  oo  -,  (f  augmen- 

tanjt,  X  el  y  augmentent  jusqu'à  ce  qu'on  ait  9  =  tî  alors 

4 
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r  ■=  i/a,  -—  =  -;  noas  obtenons  ainsi  l'arc  AH  tan- 
in  H  à  la  diagonale  OH;  9  augmentant,  or  et  jr  dimi- 
;  ;  mais  le  coefficient  angulaire  -j-  = ~  va  toujours 

oiinuant,  ce  qni  exige  que  la  courbe  passe  de  l'autre 

le  sa  tangente  HO;  le  point  H  est  un  point  de  rebrous- 

it  de  première  espèce.  On  achève  la  discussion  sans 

dté,  et  l'on  trouve  que  la  courbe  a  la  figure  dessinée 

jaut. 

erchons  l'aire  de  cette  courbe;  on  a 

xdy  — jd.v  =  3a&cos*2f/f  ; 
entière  U  sera  donc 


li  =  &ab  Ç 


"i-aab 

C08  2f«f  ^ ; 


Ttie  de  cette  aire  comprise  entre  l'ellipse  et  la  courbe 

inc  la  moitié  de  l'aire  de  l'ellipse. 

îst  à  remarquer  que  l'expression  {7)  est  égale  à  trois 

expression  correspondante  dans  le  problème  précé- 

donc  l'aire  d'un  secteur  de  la  seconde  courbe  est  égale 

s  fois  celle  du  secteur  correspondant  dans  la  première 

e. 

Problème  n«  47. 

montrer  que  la  surface 

j's'-l- î'j-'-l-^'j''— 23yî  =  o 
mpée  par  ta  sphère 

i(  quatre  cercles. 
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En  tenant  compte  de  1  équation  (2),  Féquation  (i)  peut 


y  f 


S  écrire 


^yi —  7.XJZ  H-  z' —  z*n:  0. 


Cette  équation,  qui  est  celle  d'une  surface  passant  par  les 
points  communs  aux  deux  proposées,  donne 


On  a,  du  reste, 


et  l'on  en  déduit 


ou  bien 


xjr  ■=zz':h.  z^. 


^a_|.^a-— I  —  33^ 


{a:zhxY=i{izïlzY 


Donc  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (2)  se  compose 
des  quatre  circonférences  suivant  lesquelles  la  sphère 
x^  4-  )r  *  -|-  3*  =  i  est  coupée  par  les  quatre  plans 


X  -f-/  —  Z  =z 
X  — J-  -\-  Z-=z 

.r  —  j  —  zz= 


I. 


Problème  n»  48.    • 

Par  les  dwej^s  points  d 'une  hélice,  on  mène  des  parais 
lèles  à  la  tangente  en  un  point  de  l'hélice;  on  demande 
de  tr ouvrer  le  lieu  de  la  trace  de  chacune  de  ces  droites 
sur  la  base. 

Soient  les  équations  de  l'hélice 

;rr=acosy,     ^  =  flsiny,      z=.mat^\ 

nous  pouvons  toujours  supposer  que  le  point  qui  figure 
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US  l'énoncé  Boit  celui  qui  répond  à  if  =  o;  la  tangente 
L  ce  point  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
Dt  proportionnels  à  o,  i  et  m;  les  équations  de  la  paral- 
.e  à  cette  tangente,  menées  par  un  point  quelconque  ^, 
z  de  l'hélice,  sei-ont  donc 


lisons  dans  ces  équations  Z  =;  o,  et  remplaçons  x,  y,  z 
\T  leurs  valeurs  en  fonction  de  7;  nous  trouverons  1  pour 
;  coordonnées  de  la  trace  sur  la  place  de  base 

X  :=:  a cosç,     Y^=^a  sinç  —  a<f. 

lisons  le  changement  d'axes  défini  par  les  formules 

X  =  a— Y\      Y  =  --X', 

nous  obtiendrons 

X'=n.:iF  —  siof).      Y'  —  i7{i  —  cosy); 

sont  les  équations  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  point 
un  cercle  de  rayon  a  roulant  sur  l'axe  des  X'. 
Examinons  ce  que  devient  le  lieu  quand,  par  les  divers 
lints  de  l'hélice,  on  mène  des  parallèles  à  une  droite  quel- 
uque,  et  demandons -nous  quel  sera,  dans  ce  cas,  le  lieu 
is  traces  de  ces  droites  sur  la  base. 

Nous  pouvons  supposer  le  plan  des^z  parallèle  à  la  di- 
ction donnée  ;  celte  direction  fera  avec  les  axes  des  angles 
int  les  cosinus  seront  o,  siny,  cosy,  et  nous  aurons,  pour 
5  équations  de  la  parallèle  menée  par  le  point  x,  j,  s, 

X  =  .^,      Y-j'^Èang7(Z~î). 

lisons  dans  ces  équations  Z  =  o  ;  remplaçons  x,  y.  z  par 
LU-s  valeurs,  et,  au  lieu  de  m,  introduisons  l'angle  i  que 
Qt  avec  l'axe  du  cylindre  toutes  les  tangentes  de  J'hélïce; 
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nous  aurons,  pour  les  coordonnées  d'un  poînt  quelconque 
du  lieu, 

X  =  a  CCS®,      Y  =z  a  sin©  —  aa  — °    • 

Faisons  le  cliangement  d'axes  défini  par  les  formules  sui- 
vantes: X=  a  — —.  — Y',  Y=  —  X',  et  posons  a  — —  =  b\ 

lang/  ^  tSLTigi         ' 

il  viendra 

H'  ==  bff  —  flfsiny, 

Y'  =^  ^    —  a  cosç. 

Nous  trouvons  une  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  sui- 
vant que  tangy  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  tangi  : 
pour  tangy  =itangi,  on  a  la  cycloïde  ordinaire.  Telle  est 
la  nature  de  Tombre  portée  sur  le  plan  de  la  base  du  cy- 
lindre par  une  hélice  éclairée  par  des  rayons  parallèles. 


Problème  n^  49. 

Tvouv^er  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées  d'un  point  de  V axe  d'un  cylindre  circulaire  droit 
sur  les  tangentes  à  toutes  les  hélices  de  même  pas  que 
Von  peut  tracer  sur  ce  cjlindre. 

Prenons  le  point  considéré  pour  origine^  les  équations 
d'une  des  hélices  seront 

a;  =  a  cos(.]p -+- a),     j  =r  «  sin(® -I- a),      zz=:  of^coti. 

On  obtiendra  tous  les  points  de  cette  hélice  en  faisant  va- 
rier (p  de  —  00  à  -f-  00  ;  on  obtiendra  toutes  les  hélices  de 
même  pas  en  laissant  i  constant  et  donnant  a  a  toutes  les 
valeurs  possibles.  On  trouve,  pour  les  coordonnées  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente 
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au  pointer,  y^  z, 

X  =  (icos(ç  -f-a)  -<-a<fsin  ((p  +a}cos'/, 
Y=^(ïsia(f -(-a)  —  ayco8(f -H  a)cos'^ 
Z=o,.in,cos(. 

Entre  ces  trois  équations,  il  faut  éliminer  (f  et  «  ;  on  obtient 

X'-i-T'— Z>cot'i=a', 

équation  d'une  liyperboloïde  de  révolution  autour  de  l'axe 
<lu  cylindre. 

Problème  n"  SO. 

Trouver  toutes  tes  hélices  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc,  compté  à 
partir  d'un  point  fixe. 

Avant  de  traiter  cette  question,  nous  allons  réunir  un 
certain  uombi-e  de  formules  qui  sont  très-utiles  dans  les 
problèmes  relatifs  aux  bclices.  Soit  y^  l'angle  constant  formé 
par  les  tangentes  de  l'hélice  avec  l'axe  des  Z  ;  la  formule 

cos'b  -\-  cos'p  ■+■  cos'7,  =  I 
donne 

On  peut  donc  poser,  en  introduisant  une  variable  auxi- 
liaire If, 

/  cosa  ^sin7,cosf, 
(i)  (  cosp^siny, sinç, 

[   COS7  :=  COS7,. 

cosîl  étant  nul,  en  vertu  de  la  relation  dcoiy  =  coiT  —  » 

e 

nous  avons 

cos'5  +  cos'o^i. 
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Introduisant  un  nouvel  angle  cp^,  nous  ferons 

cosS  :=  cos^i,     Gosii  =  sin^t; 

mais  nous  devons  avoir 

cosa  cosÇ  -4-  cosp  cos>î  -H  cosy  cosÇ  =  o. 

Cette  équation  va  devenir 

sinyo  (cosy  cos^i  -f-  siny  sin^i  )  1=  o, 

COS (^1  —  ff]  =  o,       d'où      œ,  =  »  H ; 

nous  avons  donc 

cosÇ=: —  siny, , 

(2)  I   COSU  =  -f-  008^, , 

cosÇ  =  o. 

La  relation  rfcosy==cosf —  =  0  nous  montre  que  v  est 
constant^  nous  ferons 

et,  à  cause  de  la  relation, 

cos^X  H-  cos'/i  -f-  cos'vp  =  I , 
cos'X  -h  cos'fA  =  sin*vo; 

nous  poserons 

cos  X  =  sin  vo  ces  ^  1 , 
cos/jt=sinvosinf3. 

Les  formules 

cosX  cosa  -f-  cos fA  cos  p  -H  cosv  COS7  =  o, 

cosX  cosÇ  -f-  cosft  cosjï  -h  cosv  cosÇ  =  o 
T.  -  Rec.  8 


PItEMIEItB    PiRTIB. 

iiious  donner 

sin»,  siriY.cosjy,  —  y)  -h  cosviCosyi^ 
sinï,  sin(îi—  ç)  =  o, 


' — )  et  nous  aurons  ainsi 


/  cosi  =coS7,cosip 

<  cos|.=cos7,siiiv 

(  cos»  =— Mn7,. 

D  les  formule 

s  rfcosa=cos^  — >  a 

liront 

ds         .        _, 

ds 

-=COSy,df. 

à  donc  nos  neuf  cosinus  exprimés,  à  l'aide  d'une  seule 
able<f,  par  les  formules  (i),  (a),  (3),  et  p  et  r  exprimés, 


la  relation  -  ^^  cot/n  =^  const.,  qui  a  lieu  pour  toutes 
lélices.  (Les  notations  précédentes  sont  celles  dont  s'est 
i  M.  J-A.  Serret  dans  son  Trailé  de  Calcul  diffé- 
iel.) 

evenons  au  problème  proposé  ;  Trouver  toutes  les  hc- 
r  dans  lesquelles  on  a 
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En  combinant  cette  équation  avec  la  première  des  équa- 
tions (4),  savoir  : 

(5)  —  =  sin7o</«>, 

P 

nous  aurons 

J-  z=z  k  sin  Vo  ^?  ; 

P 

intégrant  et  désignant  par  a  la  constante  arbitraire,  nous 
avons  • 

et  Téquation  (5)  donne 

(  6  )  ds  =  a  sin  -/«  e*  ?  **'"  ^o  ^/ç. 

Nous  avons  ensuite 

djc  =  ds  ces  a,      djr  =zds  ces  p,      ^/z  =:  ^*  cos^o, 

et,  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur  (6),  cosa  et  cosj3  par 
jenrs  valeurs  (i),  nous  aurons 

d.x  z=z  a  sin'7oe*?**°To  cos(j>^<j), 
dy=.a  sin^7o^*P**°T^«  sin  9^/9, 
dz  =a  sinyoCosYc^**'"^»^?» 

Intégrant,  sans  ajouter  de  constante,  ce  qui  ne  changera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe,  nous  avons 

x= ■- — r (^sm7ocoso -i-sma>)e*?»*"Ti>, 

I -H /•' sin'7o  ^  /         T  t; 

Y  = ; — ; —  (/'  smvo  sm  <p  —  cos  ©)  <?*?••"  To, 

^        I  4-  X'^sm27«  ^         '        ^  ^' 

Z  z=z  -7  COS7o^'""Tf». 
A* 

Soit  posé  A  sinyo  =  coti,  et  les  formules  précédentes  de- 

8. 
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viendront 

Ix-=.a  sin'7a  sînf  cos  (^  —  /)e?«®*', 
y  ^=.a  sin'7o  sin/  sin  ( «p  —  /) ^«>*', 
z  =  fl  sin  7  a  cos  7,  tang  /  e?  "**  '. 

Voilà  donc  les  équations  de  l'hélice  cherchée,  exprimées 
avec  la  variable  auxiliaire  f  ;  la  projection  de  cette  courbe 
sur  le  plan  des  xy  est  une  spirale  logarithmique;  car,  si, 
dans  ce  plan,  on  prend  les  coordonnées  polaires  R  et  a>,  on 
aura  • 

tangw  =  —  =  tang  (y  —  /),     d'où     y  1=  »  +  /, 

SR  ==  a  sin- 7.  sin/^*^°*', 
R  =  a  sin»7,  sin  /  e*"»»  '  e-  «>»  '. 

Des  équations  (7)  on  tire 

^/jcM-J^  =  3  tang 7i cos / ; 

la  courbe  est  donc  tout  entière  sur  un  cône  de  révolution 

autour  de  Taxe  des  z.  Enfin,  si,  tirant  cos  a,  cos(3,  cosy 

des  équations  (1),  a:,  r^  ^  des  formules  (7),  on  forme  l'ex- 

xcosa -f- r  cosB  H- ZC0S7  i  ^     1    , 

pression — î-j  on  la  trouvera  égale  a 


^1  —  sin' 70  sin'/. 

Ainsi  cette  courbe  coupe  toutes  les  génératrices  du  cône  de 
révolution  sous  un  angle  constant  ;  aussi  lui  a-t-on  donné 
le  nom  à' hélice  cjlindro^ conique.  Si  Ton  avait  Ar  =  o  ou 

-£  =  o,  c'est-à-dire  p  =  const.,  la  courbe  serait  une  hélice 
as 

tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n«  51. 

Si  une  courbe  à  double  courbure  et  la  ligne  des  centres 
de  courbure  sont  deux  hélices  tracées  sur  des  cylindres 
dont  les  génératrices  sont  parallèles^  la  courbe  proposée 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révfolution,  ou  une 
hélice  cjlindro-conique . 

Donnons  d*abord  les  formules  qui,  pour  une  hélîce  quel- 
conque, font  connaître  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure. Soient  x^y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  l'hélice,  x\y* ^  z'  celles  du  centre  de  courbure  corres- 
pondant; on  a 

ar'=:  J7 -I- pCOsÇ,      j'^:^  H-  p  COS>î,      2'=  2  4- p  COSÇ, 

et,  en  remplaçant  cosÇ,  cos«3,  cos^  par  leurs  valeurs  (a), 
p  par  sa  valeur  (4),  on  a 

,                  \     ds  , 
X  z=2  .T ; sm  o, 


r  =7+  -^ —  7-COS9, 


z'  =.  z. 


DiQ'érentions  ces  formules  et  remplaçons  rfor,  dy^  dz  res- 

ds  j      ds         ^  j      ds  j 

pectivement  par  -r-cosaacj),  -j-cospay,  —  cosyatp  ou  par 

a(p  a(jf  a<f 

ds  ds  ds 

Y  sînyo  cosy rfy,  ---  sinyo  sincprfy,  —  cosy^df^  dx\  dy\  dz* 

par  ds' cosk'^  ds' cos^\  rf/cosy^,  où  y',  est  une  constante, 
puisque  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  aussi  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles 


■  -•       • 


n8 
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kOz^  et  nous  aurons 


ds' 


ris 


(co) 


,  cos»7o 

— -  ces  a   == : —  COS©  -r- 

ds' 

^cos7,=  cosv„^. 


sm<p  ^— » 


cos»7o   .       ds 

-  ces  p'  = : — —  sm  ©  -7- 

smvo        ^  d(f 

ds 


smy, 

I 

sinyo 


df^' 
d^s 


Faisant  la  somme  des  carrés  et  extrayant  la  racine  carrée, 
on  a 

.       ds' 


smyo 


H-  cos'v.  — , 


et,  en  tenant  compte  de  cette  relation,  la  dernière  des  for- 
mules (10)  donne 


smv.cos7,^=:cos7oy/(^5^j 


ds^ 

-h  COS' 70-5-1 


d'où 


^2  5 


</(p'        cos7«    /-r-- r-r 

■^  = S-  Vsm*7o-~  cos*7<,, 

ds         cos7j 

Le  premier  membre  de   cette  équation,  d'après  la   for- 
mule (4)j  n'est  autre  chose  que  siny^  -^;  on  a  donc 

ds       sm7oCOS7,,*  '" 

On  est  ramené  au  problème  précédent.  Si  h  est  différent 
de  zéro,  Thélice  proposée  est  une  hélice  cylindro-conique  -, 

si  A  =  o,  c'est-à-dire  si  sin'y©  =  cos*y'^  ou  y\^=^ 70 > 

l'hélice  proposée  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n«  52. 

Montrer  que,  si  R'  et  R''  désignent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  quelconque  de  l'intersection 
d'un  ellipsoïde  av^ec  une  sphère  ayant  le  même  centre, 
on  a 

-f- — —-  =:  const. 
R'  -h  R" 

■ 
Soit  Ax* -+-  Bj'*  -\-  Qz*  =  I  l'équation  de  l'ellipsoïde;  le 
calcul  donne  aisément 

_,      „,      A'(B  +  C)x»-l-B»(C  +  A)j'»-l-C'(AH-B)z» 
^"^^- ABC 

X  VA'j^'+B'j'  +  C'z', 

„_  (A'x'+B'j'  +  C'z')' 
^^- ÂBG ' 

d*où  Ton  déduit 


yj^" (ABC)^ . 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 


;^R'R" (ABC)* 


R'+R''  —  (A.r»+B7'-fC2')(BCH-CA4-AB)— ABC(:c'-4-/'+a^> 

(ABC)^ 

"~  BC  4-  CA  -f-  AB  —  ABC(x»4-7^  -h  z^{ 

Soit  la  sphère  a:*-f-jr'-+-  3'  =  R*i  lelong  de  Tintersec- 
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tîon  de  cette  sphère  avec  l'ellipsoïde,  on  aura 


*y/K'K'' (ABC)* 

R'-4-R''  ■"  BC  4- CA  +  AB  —  ABCR* 


ce  qui  est  bien  une  constante. 


Problème  n^  53. 


Exprimer  les  rayons  de  courbure  principaux^  en  un 
point  quelconque  d'un  ellipsoïde,  à  l'aide  des  coordon- 
nées elliptiques  fi  et  y  de  ce  point. 


J.2  yi  ^2 


Soit  rellîpsoïde  ti-+'^*+"7;5  =  'î  oùA>B>C",  le 

XX  ^i  \j> 

calcul  direct  donne,  en  appelant  R'  et  R''  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  x.y^  z^ 

R'+  R"=  [(B»+  C«)  p  +  (C'  + A»)  Ç  +  (A'+  B')  g  J 

,  \   ]  .  f^     Y'     ^ 

(')  ^Vâ^  +  F  +  c^' 

Remarquons  en  passant  que,  P  désignant  la  distance  du 
centre  de  rellipsoïde  au  plan  tangent  au  point  x^jr^  2,  on  a 


2  v2  «t 


I  .T-'  y'  Z 


P^       A*        B«        C< 
et  par  suite 

relation  très-simple  entre  R',  R'^  et  P. 
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Faisons  mainteiiaiit 

A'^pS     B»=p»->6^     0=p^—c\     d'où     b^<C, 

et  considérons  les  trois  équations 

^  îi ::^  1 

pt*        pi'  —  b^        c*  —  pt' 


V*        b^  —  v'        c*  —  V 


a  » 


et  supposons  b^  <^(x*  <^c*^  v*  <[  t'  5  nous  avons  déjà 

p»  >  c^  >  b\ 

Ces  trois  équations  représentent  :  la  première,  Tellipsoïde 
proposé^  la  deuxième,  une  série  d*hyperboloïdes  à  une 
nappe,  et  la  troisième,  une  série  d'hyperboloïdes  à  deux 
nappes,  quand  on  fait  varier  les  paramètres  pt  et  v  entre  les 
limites  fixées  plus  haut.  On  tire  de  ces  équations  (voir  le 
Calcul  différentiel  de  M.  Serret,  p.  5o5) 

PP 

X  =:     - — » 

bc 

^  sjp^—b^  y/pi»  —  b^  slb^—v* 

~"  c  yjc^  -^  b^ 

Sur  Tellipsoïde,  p  est  constant  5  pt  et  v  sont  les  coordonnées 
elliptiques  qui  permettent  de  fixer  la  position  d'un  point 
sur  la  surface. 

En  portant  les  valeurs  précédentes  (2)  de  x^j^  z  dans 
les  expressions  (i)  de  R'-t-R''  et  R'R'^,  on  obtient,  après 
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quelques  réductions, 


-H  H    ;  -, 7 

^^-p«(p»-6»)(p»-c»)' 


et  de  ces  deux  équations  on  tire 


p^pt—  ^ly/pS-^C'  ABC 


p^pï— ^a^pî_r»'  ABC 

On  peut  déduire  de  là  une  conséquence  intéressante  ^  on  a 

A'R*C*  A'B*C* 

R'=R'/.,A^^,        R^=:=R'3     ^^^ 


(A^— V»)* (A'  — f*)* 

Le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

pi  =  const.,     R''  est  proportionnel  à  R'*; 

le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

V  =  const.,     R'  est  proportionnel  à  R"^ 


Problème  n»  54. 

Démontrer  que  toute  surface  déi^eloppable  gui  admet 
une  seule  ligne  de  courbure  plane  est  un  hélicoïde  rfeVe- 
loppable» 

Je  prends  [fig*  20)  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  pour 
plan  des  xj.  Soient  A  Tarête  de  rebroussement  de  la  sur- 
face développable  ^  G  la  ligne  de  courbure  considérée,  qu'on 
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sait  être  une  trajectoire  orthogonale  des  tangentes  à  T arête 
de  rebroussement  ;  M  et  M' les  points  correspondants  sur 
les  deux  courbes;  x^j^  z\  x\y*.  z'  les  coordonnées  de  ces 
deux  points^  u  la  longueur  variable  MM' 5  a,  P,  7;  Ç,  »7,  ^ 


les  angles  que  font  avec  les  axes  la  tangente  et  la  normale 
principale  au  point  M  de  Tarête  de  rebroussement.  Nous 
aurons 


X 


'^=«  H- tf  cosa,     j^'=:  j-4- «cosp,     z' =  s -h  £/ cosy, 


et,  en  diffërentiant  et  remplaçant  dx  par  ds cosa^  rfcosa 
par  cos  ^  —  »  p  étant  le  rayon  de  la  première  courbure,  nous 

r 

aurons 

ds 
dx'=  (ds  -h  du)  cosa  -f=-  u  cos5  — , 

? 

ds 

(1)  \  dv' =z  ids -\- du)  cos^ '\- u  cosr^ -^  ^ 

P 

ds 
dz*  =.  (ds  -t-  du)  COS7  H-  u  cosÇ  —  • 

p 

Or,  la  tangente  en  M  à  la  ligne  de  courbure  étant  perpen- 
diculaire sur  MM',  on  doit  avoir 

r/j/  cosa  -H  dy'  cos^  -f-  dz'  COS7  :=  o; 

mais,  si  Ton  multiplie  les  équations  (i)  respectivement  par 
cosa,  cos^,  cos 7  et  qu'on  tienne  com|jtc  de  la  relation 
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cosf  -f-cosPcos«  +  cos^cosi^  =  o,  on  trouvera 

dr"  cosa  ■+■  dj'  cosp  4-  dt'  COS7  =  rfî  -i-  t^u  =  o, 
(  «équations  (1)  deviendront 

dx'i=  ucosÇ  —  ) 

P 

(Ij'  =  U  C08)t  —  1 

p 

dr^  UC03Ç  — • 

p 

ildérons  la  dernière  de  ces  formules  :  tout  le  long  de 
jne  de  courbure,  2'=  o;  donc  cosÇ^  o,  et,  à  cause 


dco&f  =0     ou    7  ^:  const. 

c  les  tangentes  à  l'arête  de  rebroussement  font  toutes  le 
Le  angle  avec  l'axe  des  z  \  donc  l'arête  de  rebroussement 
me  hélice  trac<*e  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices 
perpendiculaires  au  plan  de  la  ligne  de  courbure;  la 
àce  est  donc  un  hélicoide  développablc. 
écipioquement  les  lignes  de  courbure  d'un  hélicoide 
loppable  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des  plans 
llèles  entre  eux  et  perpendiculaires  aux  génératrices 
ylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  arête  de  rebrous- 
intdela  surface.  En  effet,  si  l'axe  des  z  est  parallèle 
génératrices  de  ce  cylindre,  on  a  cosy  =  const. ,  par 

I  cos?^  =  o,  et  la  formule  dz'=^  ucosX,—  donne 


'  chaque  ligne  de  courbure. 
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Problème  n»  55. 

Démontrer  que  les  trajectoires  des  génératrices  recti^ 
lignes  d*un  Iiélicoïde  déueloppable  sont  des  hélices. 

Prenons  [fig-  ai)  pour  axe  des  z  une  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  Thélice  arête 
de  rebroussement  de  la  surface^  soit  i  Tangle  constant  de 

Fig.  ai. 


la  trajectoire  avec  les  génératrices  rectilignes;  conservant 
les  notations  employées  dans  l'exercice  précédent,  nous 
aurons,  en  remarquant  que,  y  étant  constant,  cos^  est  nul, 

d^  C0Sa'=  ids  +  du)  cosa  -+-  a  —  cosÇ, 

P 

^  ^   dsi  cosp'  =  {ds  -h  du)  cosp  -f  «  —  cos>2, 

P 

d^  COS7'  =  {^ds  -^  du)  COS7, 
cos/  =  cosa  cosa'  H-  cosp  cos^'  H-  C0S7  COS7', 

et,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes, 
(2  )  ds^  cos/  =ds  -^du. 

On  tire  du  reste  des  équations  (i) 


(3) 


ds'  =  \/{ds  +  duY  +"  «»  ^  ; 


k 


<i 


i 
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nera  donc 


-  (/«)'  -I-  u'  —  cos'i  =  [ds  ■+■  du]', 


ds  +  du  =  a  —  col/ 


me  ensuite 

rfj'  =;  u  —  cOSéC/, 


ds-i-du 


formules  (i)  deviendra 
)Sï'^:co3ycos/=;const., 


i  k's  trajectoires  sont  des  hélices  tracées 
parallèles  à  celui  qui  contient  l'atète  (le 
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Problème  n«  i. 

dx 


Proui^er  que  V intégrale  V  =  /  —  — 


peut  s'exprimer  sans  intégrale  elliptique  lorsque  b*=z  ac, 

l)     -  f 
Je  fais  un  changement  de  variable*,  je  pose  y^=-. —i 


et  en  outre  a  =  bk^  et  j'en  déduis,  à  cause  de  la  relAtion 
ft'  =  ac^ 

h 

V 


j'ai  du  reste 


,1  —  Y         ,                 ^bdy 
x  =  b ^,      drzzz-^  ^ ^, 


ix -h  a)(x -{-  c)=: -~  ^ ^ ^--— » 

et  par  suite 


)[(*  +  0'-(^--')'7'] 
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faisant  ^*  ^  u,  il  vieodra 


US  cette  forme,  on  voit  que  l'iDlégraiion  peut  s'eSectaer; 
s  s'exprimera  par  un  logarithme  si  c  est  positif,  par  un 
:  tangtintes  si  c  est  négatif;  daas  ce  dernier  cas,  il  faut 
ire 


V(â 


remettant  pour  u  sa  valeur  en  Xy  on  a 
bien 


V  =  — arc  tang 


Problème  a?  3. 

Si  F(x)  est  un  polynôme  algébrique  de  degré  moindre 
j  n,on  a 

L  (7:^  =  ....3...i-.)S^h'"°^r^J 

:  n'«t  pas  compris  entre  a  et  b. 
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On  a,  en  effet,  par  la  division  algébrique, 

— î— ^  =  E  (.r,  c)  H ^  , 

js  —  c  ,r  —  c 

OÙ  E  (x,  c)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  x  et 
de  c^  son  degré  par  rapport  à  c  est  du  degré  ni  —  i  si  F(x) 
est  du  degré  m\  elle  est  donc  au  plus  du  degré  n —  2. 

Multiplions  les  deux  membres  de  Téquation  précédente 
par  dx  et  intégrons  entre  les  limites  a  et  b  de  x:  nous 
aurons 

où  P(c)  est  un  polynôme  du  degré  n  —  2  au  plus.  Nous 
supposerons  que  c  ne  soit  pas  compris  entre  a  et  b;  alors 
nous  pourrons  différentier  les  deux  membres  de  Téquation 
précédente  par  rapport  à  c  et  différentier  sous  le  signe  J\ 
nous  aurons 

Différentions  encore  n  —  2  fois,  et  nous  aurons,  en  remar- 
quant que  Pf""*>  (c)  =  o, 

J^      [X  —  Cj"  I.2...,(/l  — l)    £/c»-'  L     ^^^    ^^6  — cj* 

Si  c  était  compris  entre  a  et  6,  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  premier  membre  de  la  dernière  équation  n'aurait  plus 
de  sens. 


T.  —  nec. 


*      €lr. 
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Problème  n*  3. 
f^ers  quelle  limite  tend  l'intégrale  définie  /        

quand  a  tend  vers  b^  a^t  b  étant  deux  racines  consécu- 
lis/es  de  l'équation  F{x)  =  o,  et  la  fonction  F{x)  étant 
positive  dans  cet  inten/alle? 

Nous  pourrons  faîre 

(I)  F(^)  =  (^~«)(^-x)/(:r), 

et  la  fonction y*( a:)  sera  positive  quand  x  variera  de  a  jus- 
qu'à A.  Soient  a'  et  a''  les  valeurs  de  x  qui  correspondent 
à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion y*(x)  quand  x  variera  de  a  à  &^  la  décomposition  de 
Tintégrale  proposée  en  ses  éléments  nous  montre  qu'elle 
sera  comprise  entre 

I  /**  e/.r  I  /^^  d.T 

Or  on  a 


/ 


dx                                       six —  a 
=  2  arc  tang  --     - -.  y 


et  Ton  en  conclut 


X 


*  dx 


w; 


sj{x  —  a)  (b  -^x) 

Fintégrale  proposée  est  donc  comprise  entre 


77  ir 

et     • • 


I 

a'  et  a"  coïncident  avec  a  quand  b  tend  vers  a,  et  Tin 
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tégrale  a  pour  valeur  ■  ■  Exprimons /"(a)  à  l'aide  de  la 

fonction  F  et  de  ses  dérivées.  DifTérentiant  deux  fois  Téqua- 
tion  (i),  nous  avons 

F''(x) =-  2/W  -4('-  ^)/'W  +  {^-  «)(*-*)/•'•  W- 

Faisons  x  =  a,  è  =  a,  et  nous  aurons 

Donc  la  limite  de  Tintégrale  définie  proposée  est 


"VF(I 


) 


Problème  n^  4. 


On  partage  [fi g.  22)  la  différence  PoPi  des  abscisses 
de  deux  points  fixes  Mo  et  Mi  d'une  courbe  en  n  parties 


Fig.  22. 


0       P. 


égales;  on  demande  de  trouver  "vers  quelle  limite  tend 
la  moyenne  arithmétique  des  ordonnées  quand  n  croît 
indéfiniment. 

Soient  Xt  et  Xi  les  abscisses  des  points  Mo  et  Mj,  j)=/(a?) 
Téquation  de  la  courbe,  nh  =  Xi  —  Xo\  la  limite  à  trouver 

est  la  même  que  celle  de  /N+/(-^.  +  ^) -^-+/(-^.  +  "A), 


9- 
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expression  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

^/(^o)  +y(-'P>H-  h)  +...4- V(j-o-f-/zA) 

nh 

oa,  en  remplaçant  nh  par  x^  —  Xo, 

^/(^•)  +  ^{/(-^o  +  ^)  4-  .  ♦ .  4-  hf{jr^  H-  nh) 

J?|  J?0 

mais,  quand  /i  tend  vers  l'infini,  h  tend  vers  zéro,  et  l*on 
sait  que  le  numérateur  de  l'expression  précédente  a  pour 

limite  l      f(^)  dx'^  la  limite  cherchée  est  donc 


I       f[x)djc. 

^\  —  ^*  Jx. 


Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  ce  soit 
l'arc  Mo  Ml  quon  ait  divisé  en  n  parties  égales. 

Soit  s  la  longueur  de  Tare  compté  d'un  point  fixe  A  de 
la  courbe  et  terminé  à  un  point  quelconque  dont  l'ordonnée 
esXjx  la  courbe  étant  donnée,  j^  sera  une  certaine  fonction 

de  s 

X  =  Y{s). 

Soient  Sq  et  ^i  les  valeurs  de  s  aux  points  Mo  et  Mi  \  en 
raisonnant  comme  précédemment,  on  trouvera,  pour  la 
moyenne  cherchée, 


-^—  r  'Y{s]ds. 


APPLICATIONS. 


\ 


i*^  On  paj^age  le  diamètre  d'une  demi-circonférence 
en  parties  infiniment  petites,  égales  entre  elles  :  quelle 
est  la  moycîine  arithmétique  des  ordonnées  correspon- 
dantes ? 
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Soit  cette  moyenne  M,  R  le  rayon  de  la  circonférence  ; 
nous  aurons 


M  =  —    1      xdx\ 
o 


îs  I     ydx  représente  le  quart  de  Taire  du  cercle  ou 


mais 

o 
ttR» 


\  donc 

4 

îa^  La  même  circonférence  étant  donnée,  c'est  sa  péri- 
pliérie  qu'on  dwise  en  parties  égales. 

On  aura 

ttR  ttR 


M 


=  — ;r    f        y  "S  =  -    /         sin  —  «J  = 


3**  On  divise  la  base  d'une  cjcloïde  en  un  grand 
nombre  n  de  parties  égales  :  quelle  est  la  limite  de  la 
moyenne  arithmétique  des  ordonnées  correspondantes  ? 

M  = X  aire  de  la  cycloïde  = X  3ira^  =  — ^ 

4®  Même  question  quand  on  di^^ise  l'arc  au  lieu  de  la 
base. 

La  longueur  de  la  cycloïde  entière  est  8a 5  donc 

Sa 
yds. 


"  =  rd 


On  a,  dans  ce  cas,  entre  j)^  et  5,  la  relation 

Sas  —  s^ 


y 


%a      ' 
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5°  Par  un  des  foyers  d'une  ellipse,  on  mène  des  rayons 

vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  égaux  à  —  ;  trou%^er 

la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  de  ces  rayons  vec* 
leurs. 

On  aura  évidemment 


M 


=-i.r 

2^  Jo 


aw 


rdO» 


Soît  /•  = r  Téquation  de  Tellipse;  il  viendra 


I  4-  ecosO 


M 


dO 


ecosB 


le/9 


0  0 

-+-  e]  ces' — h  (  I  —  e)  sm'  — 


On  a 


4-^0 


d  tang  - 


0  9 

l'i-f-^)  ces' — h  (r  —  e)sin*- 


0 


= arc  tang 

V  I  —  e^ 


(v/^ 


g  Q 

tang  -  I  -I-  const. 


Pour  9  =  0,  nous  avons  arc  tango,  que  nous  pouvons 
prendre  égal  à  zéro  ;  mais,  pour  0  =  271,  nous  avons  encore 
arc  tango  :  quelle  valeur  faut-il  prendre  cette  fois?  La  ré- 
ponse est  facile  :  la  dérivée  de  notre  arc  tangente,  par  rap- 


port à  0,  est 


;  elle  est  toujours  positive  :  donc  Tare 


I  -h  ecosô 
croit  toujours^  pour  d  =  7r,  Tare  dont  la  tangente  est  in- 


ElCERCICES    SUR    LE    CALCUL    INTÉGRAL.  l35 

finie  doit  donc  êlre  pris  ici  égal  à  -9  et  enfin,  quand  nous 

arrivons  à  Tare  dont  la  tangente  eçt  nulle,  nous  devons 
donner  à  cet  arc  la  valeur  tt  \  nous  avons  donc 


>/i- 


e* 


la  moyenne  cherchée  est  donc  égale  au  demi-petit  axe  de 
Tellipse. 

6°  On  dwise  le  grand  axe  de  l'ellipse  en  n  parties 
égales  :  quelle  est  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique 
des  rayons  vecteurs  correspondants? 


M 


X  étant  Tabscisse  comptée  du  centre  \  on  a 


ex 

r  ==.a 9 

a 


/ex" 
rdx  z=zax h  coDst. , 
2« 


X 


a 

rdx  =  2  rt',      M  =  ^ï  ; 
a 


la  limite  cherchée  est  donc  égale  au  demi-grand  axe. 

Problème  n^  5. 

On  considère  une  courbe  fermée  et  un  point  O  dans  son 
intérieur  ^  on  partage  le  périmètre  de  la  courbe  en  un 
très-grand  nombre  n  de  parties  égales.  Soient  N  l'un  des 
points  de  dii^ision,  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
p  la  distance  du  point  O  à  la  tangente  en  N.  On  demande 
de  trouver  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  des  va^ 

leurs  du  rapport  ~  quand  n  croît  indéfiniment. 


-^^ 
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Soit  /  le  périmètre  de  la  courbe  \  nous  aurons 


M 


îf'/'- 


Tintégration  s'étendant  tout  le  long  du  périmètre;  dési- 
gnons par  a  Tangle  que  fait  la  normale  au  point  N  avec  Oa:\ 


ds 


à  cause  de  la  relation  p  =  -- ,  nous  pourrons  écrire 


dix 


M 


=-.lJpdc.. 


Considérons  {Jig.  23)  la  courbe  comme  Tenveloppe  de 

Fig.  23. 


ses  tangentes;  l'équation  de  la  tangente  est 


.r  cosa  4-/  smanr/?; 


en  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  nous  aurons 

dp 
—  .r  sina  -f-  r  cosa  =  — -  » 
^  da. 


et  Ton  voit  sur  la  figure  que  —  x  sina 
Les  équations  précédentes  donnent 

dp   . 

x=z  p  ces  a 7-  sm  a, 

da. 

dp 

r  =  o  sin  a  +  -7-  cosa, 

dot, 


y  cosa  =  NP. 
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et  l'on  en  déduit,  par  différentiation, 

dnc=i  —  1  /?  -f-  -j-Ç  )  sin  adoL  =  —  ds^\n  a, 

fiÇ^  =  -h  1  /?  -f-  -—-  j  COSa^a  =r  -4-  dscosa. 


On.  a  donc 

ds=:  (  /?  4- 


■ÏV- 


d(x'  J 
eu  intégrant,  il  vient 

Si  Ton  intégre  tout  le  long  de  la  courbe,  -j-  =  NP  reprendra 
la  même  valeur;  on  aura  donc 

/  =fpdcc 

et  par  suite 

M  —  I  ; 

la  limite  cherchée  est  égale  à  l'unité. 

Problème  n<»  6. 

On  donne  une  courbe  Jermée  dont  on  partage  l'aire  en 
n  parties  égales  par  des  parallèles  aux  axes  des  x  et 
des  y  \  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces  éléments  à  VorU 
gine  des  coordonnées;  soient  r,,  rj,...,  r„  ces  rayons 
'vecteurs  :  on  demande  la  limite  "vers  laquelle  tend  la 
moyenne  arithmétique  de  ces  rayons  quand  n  croit  indé- 
finiment. 

Il  faut  trouver 

M  =  lim =  Jim —  ; 


i38 
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mais  le  numérateur  de  cette  dernière  fraction  a  pour  limite 
l'intégrale  double  JJrdxdy^  étendue  à  tous  les  points  si- 
tués à  l'intérieur  de  la  courbe  donnée,  tzAxA^  a  pour 
limite  Taire  S  de  cette  courbe^  nous  avons  donc 


i// 


M=r-    /    /  rdxdy 


ou,  eu  coordonnées  polaires, 


M 


=  ^    rT/V/rrfO. 


On  peut  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  i\  Soient  6' 
et  ^"  les  limites  extrêmes  de  6  :  pour  chaque  valeur  de  0,  il 
faudra  intégrer,  relativement  à  r,  de  r'  à  r'',  r'  et  r"  dési- 
gnant deux  fonctions  de  0',  la  limite  cherchée  sera  donc 


M 


^  Je* 


A.PPLICATION. 


La  courbe  est  une  circonférence  et  l'origine  des  rayons 
vecteurs  est  sur  la  circonférence. 

On  a,  dans  ce  cas, 

/  '  =  o,     r"=  2  a  cosO. 

Relativement  à  5,  on  peut  intégrer  de6  =  oà6  =  -  et  dou- 
bler  le  résultat^  on  trouve  donc 

M  =  4^^   /      cos'Ôrfô  =  V-   /      (  7  cos30  H-  7  cosO  )  c?Ô ; 
3TraVo  3it  Jo      \4  4  / 
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l'intégrale  indéfinie  est 

—  sinSO  -f-  -7  sinO; 

12  4 

l'intégrale  définie  est,  par  suite,  égale  à  -•,  donc 

9ïr 


Problème  n®  7. 

On  considère  le  volume  limité  par  une  surface  fermée, 
on  le  partage  en  n  parties  égales  par  des  plans  parallèles 
aux  plans  coordonnés,  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces 
éléments  à  l'origine  des  coordonnées  :  on  demande  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique  de  ces 
rayons  quand  n  croît  indéfiniment. 

Il  faut  trouver 


M  =:  lim 


n 


n^xÊijr^z 

Soit  V  le  volume  du  corps,  on  aura 

^  _  fj[£rdxdxdz^ 
j^_  _ j 

en  prenant  des  coordonnées  polaires,  il  vient 

M=:i    C  C  C  r^drsinBdBd^  =  ~   Ç  Ç  [r''*^  r'*)sin^d9d^, 

en  désignant  par  r'  et  r^^  les  limites,  fonctions  de  6  et  «f'i 
entre  lesquelles  il  faudra  intégrer  par  rapport  à  /*• 


i4o 
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Problème  n<»  8. 


Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


-  00 


e-"U«U„^:r, 


U„  et  U„  étant  les  polynômes  défi,nis  (p.  aS),  à  V occasion 
de  la  dérivée  d'ordre  n  de  la  Jonction  e~''. 

Od  a  posé 


dx"" 


rr:e-''U„. 


Si  donc,  dans  la  fonction  €?""'",  on  remplace  a:  par  a:  -h  A, 

et  qu'on  développe  par  la  série  de  Taylor,  le  coefficient  de 

A" 

sera  e~'*U„  -,  ainsi  Ton  aura 


1.2. . .n 


ou  bien 


.-('+*)»=  ^-«'(14-  yU.-4-  -^U«+  .  .  .) 


...  h h"*  ., 

1  1 .2 


•  •  .  • 


On  aura  de  même,  en  remplaçant  h  par  Xr, 

^»^'-*«=i -h -U.-f- — U,-h.  . . . 

I  1.2 

Multipliant  membre  à  membre  les  deux  équations  précé- 
dentes, il  vient 


k— :(A-Ht^x— A «—*»-_ \    \  , 


^L^L  1.2.  ..m    1.2.  .  .72 


e-''U«U„ 


w  et  71  pouvant  dans  le  second  membre  recevoir  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  5  je  multiplie  les  deux  membres 
de  l'équation  précédente  par  dx^  et  j'intègre  de  a:  =  —  oo 
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à  a:  =-\-co  ^  ce  quî  me  donne 


00 


00 

00 


Or,  en  posant  x  -H  A  4-  Ar  =  t,  on  a 

/H-oo  /»-+-oo 

e-{'-^M)^dx  z=  I  e-'*  dt  =z  \f7: . 

-00  «/ —  00 

Nous  avons  donc 

-  V^V^         A"»  X"  /^H-oo 

(,)     V're»''*=>> ^^ /  e-''V^Vnctc. 

^'  i^i^i.2.../ni.2.../i  J__  ^ 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  /i  et  /r^  or  le 
premier  membre  ne  dépend  que  du  produit  kk  ^  il  doit  en 
être  de  même  du  second  ^  donc  tous  les  termes  de  ce  second 
membre,  dans  lesquels  m  est  dilicrent  de  n,  sont  nuls 5 
ainsi  nous  trouverons 


/_ 


00 

e-''UmVudx  =  o, 

—  00 


quels  que  soient  les  entiers  m  et  72,  pourvu  qu'ils  soient 
inégaux. 

Réduisant  le  second  membre  de  Téquation  (i)  aux  seuls 
termes  dans  lesquels  m  =  77,  il  viendra 


—  VI  /i"  À'*  /»-t-oo 

Or  le  développement  du  premier  membre  est 

^   I  .  2  ...  72  ' 
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e  identique  au  second  membre  j  nous  aurons  donc 


^T^  = 

I 

/»-*-« 

(,.,..., 

■J_.  '"■■"■''"'■ 

/::- 

u;<£r  — 2 

4.6...în,fi;. 

Problème  n"  e. 

çr  la  valeur 

de  l'inté^ 

■aUdêfimc 

r: 

•in. 

.  +  ,.■"■ 

>sé 

.(.=/ 

1      I  —  a.r 

ina 

'abord  que 

/ 

.+.)=- 

-/w^ 

effet, 

/(.  +  .)=- 

J_j      I  +  2.i:COSa  +  x'         ■ 

:ette  intégral 

e,  on  pose 

»  =  — x',  elledeviend 

_r'_ 

sina 

?v  —  _  r{^\ . 

=  -/(').    /(.  +  :>..)  =  -/(.+.)=/(.) 

on  /"(«)  est  donc  périodique,  et  il  suffit  d'obtenir 
quand  a  est  compris  entre  zéro  et  it.  Faisons  la 
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substitution  suivante  : 

(i)  X — cosa=:  usina, 

d'où  nous  déduirons 

sina 


(=») 


/ 


dx  =  y 

I  —  nx  cosa  4-  .3?*  I  H-  «' 

sina 


I —  207  cosa  -h  X 


-dxzzi  arc  tang  a  -h  const.  ; 


pour  X  =  —  I 


u 


I  •+■  cosa  a  /«        ir\ 

— ; =  —  cot  -  =  tane  ( ; 

sina  2  "  \2        2/  ' 


pour  :r  =  -f- 1 , 


u 


I  —  cosa  a 

— -, =  tang-; 

sina  ^2 


la  dérivée  de  arc  tang  u  est  positive,  d'après  la  formule  (  a  ); 
ainsi,  x  variant  de  —  i  à  H-  i ,  arc  tangu  doit  aller  en  crois- 
sant d'une  manière  continue  ;  donc ,  si ,  pour  x  =  —  i , 

nous  prenons  m  = >  quantité  négative  ;  pour  x  =  -f- 1 , 


2 


a 


nous  devrons  prendre  M  =  ->  quantité  positive  ;  il  en  résultera 


/_: 


sma 


20:  cosa  -h  .r' 


<f.r  r=  — • 


Ainsi  la  fonction  f(oi)  {fig^  ^4)  est  égale  à  -  pour  a 

Fig.  24. 


y 

M 

N 

M' 

N- 

1 

1 

0 

1 
1 
1 
1 

a 

1 
M' 

N' 

compris  entre  zéro  et  tt,  à pour  a  compris  entre  tt  et 
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2  71,  à  H —  pour  a  compris  entre  air  et  Sît, . .  .;  si  donc, 

prenant  a  pour  abscisse,  on  construit  le  lieu  j'  =y*(a),  il 

se  composera  des  droites  MN,  M'N',  M"N'', 

11  est  facile  d'obtenir  une  expression  en  série  trigono- 
métrique  de  la  fonction  y  (a  )  ^  il  suffit,  en  effet,  de  partir  de 
ce  développement  connu 

sina  .  .  .     ,  •    o      . 

-  =  Siila  -h  a:  sm 2 a  H-  :r'  sin  3  a  -î-  .  .  . , 

'3 


I  —  2a:  cosa  -+-  x 
et  de  remarquer  qu'on  a 


/: 


2 

x^dx  z=  o     ou      = 9 

7Î  -hl 


suivant  que  n  est  impair  ou  pair  pour  arriver  à  ce  résultat 
/{a)  •=  2  (sina  +  ~  sih3a  -h  ^  sin5a  -f-. .  .  | . 

Il  resterait  toutefois  à  établir  la  convergence  de  la  série 
ainsi  obtenue. 

Ce  qui  précède  est  extrait  presque  textuellement  d'une 
Note  de  M.  Hermite  publiée  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  rédigé  par  M.  Darboux,  t.  I,  p.  322. 

Problème  n<»  10. 

Calculer  la  longueur  S  d'un  arc  M'M"  de  cycloïde  en 
fonction  de  la  somme  des  longueurs  V  et  V  des  tangentes 
M'T  et  WIl  en  W  et  M"  et  de  leur  angle  a. 

Prenons  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 

j:=:a((j)—  sintp),     J  =  a(i— ,cosç), 

et  désignons  par  c^'  et  cf''  les  valeurs  de  y  qui  répondent  aux 
points  M'  et  M",  dont  les  coordonnées  seront  xfy\  jcfj". 
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Nous  aurons 

S  =:  4  «  (  cos  -  *-  cos  -^    » ^  =  a  ; 

\       2  2  /  2 

les  équations  des  tangentes  en  M'  et  M'"'  peuvent  s'écrire 

r  sm  -! X cos  —  =  2a  sin  -  —  ûç  ces  *-» 

2  2  2^2 

9  .      Ç  m  9 

rsiu xeOS—  =  laîAVL- ûç'^COS  — • 

2  2  2^2 

Résolvant  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  les  coordon- 
nées x^  et^^t  du  point  de  concours  T  des  deux  tangentes 

X  sin ^  =  —  <ï ç"  sin  —  cos  - — h  ûç'  sin  —  cos  -  > 

2  ^22^22 

H '  n  ^ /  /  // 

risin^ ^=  2ûsin —  —  aiJ* —  ®')cos  —  cos  — • 

^  2  2  ^^^'22 

On  calculera  les  longueurs  /'  et  l"  par  les  formules 

t  n 

/'sin  — =:x, —  x\     /"sin— =a?"  —  j:,, 
2  2 

er.  Ton  trouvera,  après  quelques  réductions, 

/    =:2fl|  cos -^ cos  ^ 


2      .     (p"-(p' 


■  «"  ç'  2 

/"=  2a|    — .  cos  ~  -+-  cos 


2    .    (p''~<p'    " 
sin^^ i- 


2 
ou 


d'  • 


T.  —  Bec, 
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ei  l'on  en  déduit,  en  introduisant  S  ei  a, 


ProbUiM  n»  11. 


On  considère  une  courbe  et  un  point ^xe  O  *,  de  ce  point 
:  abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  les  tangentes  de 
courbe;  le  Heu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  est 
le  nouvelle  courbe  sur  laquelle  on  opère  comme  sur  la 
•remière;  on  continue  ainsi,  et  l'on  obtient  la  série  des 
•odaires  de  la  courbe  proposée  relativement  au  point  0; 
n  demande  d' exprimer  les  différentielles  des  arcs  de  ces 
ourbes  à  l'aide  des  quantités  relatives  à  la  proposée. 
Soient  (Jîg.  a3)  M,  M,,  M,,. . .  la  suite  des  points  dé- 
nis précédemment;  V,,  V,,  V,,...   les  angles  OMM,; 
DIVI,M„  OIVI]IVI|, . . .  j  tous  ces  angles  sont  égaux  entre  eux 

FJg.  3b. 


voir  Fkkvet,  p.  i45)-  Représentons  par  9  =/{;•)  l'é 
juationde  la  courbe  proposée,  et  nommons  ri,di;  /'t,  di;.- 
es  coordonnées  des  points  M|,  M*, Nous  aurons 

r./iQ, 
langV„:=  -— —  =:  tangV; 

lînsi  nous  arrivons  à  cette  relation  simple 
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D'autre  part,  nous  avons 

r,  =  rsinV, 

rj=  r,  sinV,  =  rsin'V, 


•  •  •  •  • •  •  •  > 

(i)  r„r=rsin"V; 

la  formule  cosV„=  -~  =  cosV=  -r-  nous  donnera 

as^  as 


/    ^  ^  ^         /  ^^^^ 

fa)  ^^^^^r.y/i-h-^. 

Il  ne  nous  reste  qu'à  substituer  dans  cette  expression  de 
dsn  la  valeur  de  r„  tirée  de  Téquation  (i),  en  tenant  compte 

delarelationsînV== —  •;  prenons  r  pour  variable 

indépendante,  et  nous  aurons 

dsn=  ^— j        -^ rdr. 

Prenons  comme  exemple,  pour  la  courbe  proposée,  une 
circonférence  de  rayon  a,  le  point  O  étant  sur  cette  cir- 
conférence*, nous  aurons  pour  équation  de  cette  circonfé- 
rence 

rz=ia  ces  0  ; 

un  calcul  facile  donne 

rfj„  =:  2  («  -h  l)  fl  COS"0€fô. 

Si  Ton  veut  trouver  la  longueur  de  Tare  de  la  ti'*'"*  courbe, 
qui  correspond  aux  valeurs  de  9  comprises  entre  zéro  et  -> 


2 
lO. 


l4S  DEUXIÈME    PÀKTIE. 

on  auia 


1t 


a,. 


J^  3.5.7. ../l 

Si  72  est  impair  et  si  tz  est  pair, 

„  1.3.5. ..f/i  —  i)(/i-+-i) 

2>« —  y—^ va, 

2.4«0.  .  .71 

Dans  ce  cas,  on  peut  trouver  facilement  réquation  de  la 
/i""»'  podaire;  on  a  en  effet 

tang V  =  —  cet©,     V  =  -  -f-  0, 

Oa=(/i  "M)Ô,     ra=:  rco8»Ô  =  2flcos("+')0, 

d'où 

/  ««    \ 

r«=r  2û  I  ces 1 

\         «-HI/ 

Remarquons  encore  le  cas  de  Thyperbole  équilatère,  le 
point  O  étant  le  centre  de  cette  hyperbole,  dont  l'équation 
sera  par  conséquent 

on  trouve 

Vr=:^  —  2O,     0«=— (2K  —  i)0,     r^=a(cos20;"'"«' 

mm 

par  suite,  Téquation  de  la  podaire  ti'*'"*  est 

an— 1 


iH-i 


/             20.     \     » 
r„  =  a  (  cos 1 

\  2«  — 1/ 


La  longueur  de  Tare  de  cette  courbe  ne  dépend  que  des 
intégrales  elliptiques. 
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Problème  n<»  12. 
Calculer  la  longueur  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

* 

Cette  équation  peut  s'écrire 

Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  se  compose  de  quatre  par- 
ties égales  à  celle  située  dans  Tangle  des  coordonnées  posi- 
tives, et  que,  pour  cette  dernière,  j  est  compris  entre  zéro 

et  a.  Cherchons  v- =  \/^~^"Tl?  après  des  réductions 
faciles,  nous  trouverons 


d'où 


"r-MJ^.i) 


On  peut  intégrer,  car  j^'^est,  à  un  facteur  constant  près,  la 
différentielle  de  a^  — ^^5  on  obtient  ainsi 

s  = «'Va'  —  r*-+-  const.; 

2 

faisant^  =  a,  puis  j^  =  o  et  retranchant  le  second  résultat 
du  premier,  on  a  pour  le  quart  de  la  longueur  de  la  courbe 

—  ^  la  longueur  entière  est  donc  égale  k  6  a. 


DEUXIÈME    PARTIE. 


Problème  n»  13. 


ouver  l'aire  de  la  courbe  a;*''-t-_^'"  =  a'(xj')"~', 

ignant  un  nombre  entier  positif. 

ions  ^^  =  (4:,  (  étant  une  variable  auxiliaire;  nous 


:st  pair,  (  doit  être  positif^  la  courbe  se  compose  de 
parties  égales  situées,  l'une  dans  l'angle  xOjf, l'autre 
'angle  a/Oj'.  Pour  t  =  a^x  et  j-  sont  nuls  ;  la  courbe 
le  l'origine  où  cite  est  tangente  k  Ox;  t  variant  de 
-i-  00  ,on  a  une  boucle  revenant  à  Forigine,  tangente 
,  La  courbe  se  compose  donc  de  deux  boucles  égales  ; 
1  aurait  quatra,  si  n  était  impair, 
l  u  l'aire  du  secteur  OMA  ;  on  a 

zHu:=xdr  — r<lj>=^x^d—  z=x^iit= rit. 

ira  donc 


h 


-  arc  tangC^  conal.j 
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on  en  déduit 


i5i 


X 


00 


//f« 


I  -f-  (r)»  2 


7.U  = 


2/z 


irfl' 


donc,  si  n  est  pair,  Taire  de  la  courbe  sera  ^^-^;  elle  sera 

2/? 


jr«' 


n 


si  n  est  impair. 


Soit  ON  ijig'  a6)  le  rayon  vecteur  maximum^  on  trouve 

Fig.  a6. 


ON  =  fl-,  donc  Taire  de  la  courbe  est  la  an'**"'  partie  ou  la 
^ième  partie  de  Taire  du  cercle  dont  le  rayon  est  ON. 


Problème  n»  14. 

Un  cône  et  un  paraboloïde  {fig»  ^y)  de  rés^olution  ont 
même  sommet,  même  axe,  même  base;  on  considère  une 

Fig.  37. 


Sphère  décrite  sur  leur  axe  comme  diamètre  ^  on  demande 
de  trousser  le  volume  compris  entre  les  trois  corps. 


I  DEUXIEME    PARTIE. 

î.n  désignant  par  a  le  demi-angle  au  sommet  àa.  cône, 
K  le  rayon  de  la  sphère,  les  équations  du  paraboloide 
le  la  sphère  seront 

j;'-t-j''=aRîiang'«, 
x'-h3-'-hz'=2Ri. 

nons  des  coordonnées  polaires,  et  les  équations  de  nos 
is  surfaces  deviendront 


;^r=2RcosS,  sphère. 

)n  voit  (fîg-  28)  que,  si  tang'a  est  plus  grand  que  i; 
■ayon  vecteur  du  paraboloide  sera  toujours  plus  grand 


!  celui  de  la  sphère;  si,  au  contraire,  tang'cc  est  plus 
il  que  I ,  le  rayon  vecteur  du  paraboloide  ne  sera  plus 
nd  que  celui  de  la  sphère  qu'autant  qu'on  aura 

tang'a>siii'e     ou      tanga>sinS; 
a  donc  deux  cas  à  considérer  : 

"  a^  v;  c'est  le  cas  de  la  Jig.  i\  le  volume  dont  on 
rche  la  mesure  est  engendré  par  la  partie  ombrée  de 


EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL.        l53 

cette  figure^  Q  varie  de  a  à  -»  et, pour  des  valeurs  données 

de  0  et  J/,  r  varie  de  2Rcosd  à  — : — -— tane*a:  nous  aurons 
^'  sin'e  ^^    ' 

donc 

71  2Rcos0  , 

-  — T-TT-  tang*a 

f        £/>|»    /      sinBdQ  /  /^^/; 

0  «/«  J2  R  cos  tf 

on  en  tire,  en  effectuant  deux  des  intégrations, 


V=: 


Jf      cos^Ô  (     .  f  ^  —  sin ô Wo ; 


l'intégrale  indéfinie  relative  à  &  est 

tang*a  /    2  i     \       cos^O 

on  obtient  sans  difficulté 

V  =  ^       ■  (tang'a  —  cos*a), 

expression  qui,  pour  a  =  -^,  est  égale  à  ttR'. 

2*^  a  <^y  :  c'est  le  cas  de  \B.fig.  2*,  le  volume  dont  on 

s'occupe  est  engendré  par  la  révolution  de  la  partie  ombrée 
autour  de  Oz,  Soit  sindi  =  tanga*,  nous  aurons 

sRcosd 

tang'a 


8in'0 
27r  /      sinÔrfO  /  r^dr, 

cos  5 


V  = 


sinG^fO  f 
a  «/2R 

— 5 —   /      cos^Ô    -  .  \-  —  sinO 
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On  trouve,  en  achevant  les  calculs, 

V  =  -i-5 —  tang*a(cos*a  -♦-  3  cos^a  —  i), 

expression  qui,  pour  ^=  t'  s^  rëduit  bien  aussi  à  ttR'. 

Problème  n»  15. 
Troui^er  la  valeur  de  l'intégrale 

v=  çç  ^^^-^ 

étendue  à  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  l'el- 
lipse 

Je  prends  des  coordonnées  polaires,  en  faisant 

.rz=:rcos0,     j  =  r8in9; 

pour  chaque  valeur  de  0,  r*  variera  de  ô  à    ,  .  ,^ j- — — : 

dx  dj  doit  être  remplacé  par  rdr  dQ\  j'aurai  donc 

ab 


0  «/o 


Or 


/; 


^/; 


y^[,^-|-  (fll—  ^►»;(l^  2COS»e)]»-f-  4  («»  —  6')»  slu^e  COS»6 


-t- v^-^- ^'-- ^')' —  4  (^'-"  ^')'^  ^<^s'^J- 
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En  substituant  à  la  place  de  r'  ses  deux  limites,  on  trouve, 
après  quelques  réductions, 

I   /*^'f  ,*,    r  a'sin»e  + ^*cos»en 

Or  on  a  {"voir  Frehet,  p.  285) 


X 


log    sin  9  ^0  = log  2, 


d  oVi 


Jlog    sin'  ô  rfô  =  —  TT  log  2, 
o 


o 
3Tr 


J/»3Tr 
log    sin^  BdO  =  —  ^nlogz, 
0 

/     iog4 


ffôr=:4^1og2, 


X27r 
log4sin»Ô£/ô  =  o; 


il  restera  donc 


,r       ï    r^^  ^..1      /,a»sin»Ô-f- i»*cos»0\ 

v=-J^     <ioiog(4       ,._,.       )•, 


mais,  en  posant  e'*v-ï=  ^^  il  vient 


.^i»8in*ô-l- è'cos'O       a-hb/         a  —  b   \  [         a—b      . 
4 : = i  I  I z\\\ r^ Z-»  1  ; 


a}—b^ 


a  —  b 


a  -\-  b 


a-h  b 


le  module  de  — ; — j  z  est  égal  à  — — rî  comme  celui  de 


a-\'b 


a  -h  b 


i56 
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—  ô 


-  2"  *  5  ces  modules  sont  donc  plus  petits  que  1 5   ou 
pourra  donc  développer 

suivant  les  puissances  de  z^  en  séries  convergentes  ;  faisant 
ces  développements,  remplaçant  z -h  z~*  par  .-2Cos2d, 
z*  -h  z~*  par  2  cos  40?  •  •  •  ^  nous  trouverons 


'^i^ ^-TÂ^ ) 


-      a  -h  ^  a  —  b 

=  log .   —  2    r  COS20 


a 


~6 


a  -4-  ô 


—  2 


a-h  b) 


COS40  — 


Multiplions  par  (id,  intégrons  de  zéro  à  2?:  en  remarquant 
que 

C0S2Ô</Ô=:O,  1  COS40^0  =  O, 

O  a/O 

et  il  viendra  finalement 

telle  est  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 


Problème  n^  16. 


—  étendue  à  tous 

les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  représenté  par 
V  équation 


jA  y»  2' 

a»        6'        c^ 
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dS  représentant  un  élément  de  la  surface  et  P  la  distance 
du  plan  tangent  à  cet  élément  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

Soit  V  Tintégrale  cherchée  \  on  a 

dx  dy  v'i  -4- /?'-+-  q^ 


=// 


Or  l'équation  de  Tellipsoïde  donne 


d'où  Ton  lire 


y2  Z^ 


On  a  du  reste 

P=: 


/.r^        y^        2* 
V  ?  "^  6^  "^  P 


il  viendra  donc 


''-ff{i*i-î)-. 


dy 
— ï 


OU  bien,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  ci  /  i —  —  —  ~, 

V  J      V/-5-S 

Fixons  les  limites  des  intégrales;  l'intégration  doit  s'étendre 
à  tous  les  points  compris  à  l'intérieur  de  l'ellipse  dont  l'é- 


Xi  y* 


quation  est  ~  -+-  —  =  i ;   x  variera  de  —  a  k+a 


et 


pour  chaque  valeur  de  x^  y  variera  de  —  ^1/'  —  ~;à 


l58  DEUXIEME   PARTIE. 


-h  i  i/  I  —  -; ;  on  peut  réduire  ces  limites,  pour  x  à  zéro 

et  a,  pour  j^  à  zéro  et  A  i/  i -^  pourvu  qu'on  multiplie 

par  4  1^  résultat  obtenu;  il  faudra  encore  le  multiplier 
par  Q  pour  tenir  compte  de  la  moitié  de  la  surface  située 
au-dessous  du  plan  des  xy  \  nous  aurons  donc 


8  r\    i  '  ^ —^  "^ -^  sr- y' 


c 


fj'^j 


V'-?   ..-,. 


c^—h^ 


V=-    I      ax     f  _ _ ^. 


pour  intégrer  par  rapport  à  j-^  nous  poserons 


j=:^.y/,- Jsincp; 


©  variera  de  zéro  à  ->  et  il  viendra 

'  2 


8b  r^      z*^ 

En  remplaçant  sin*ç  par  -j —  |cos2f ,  on  trouve  que  l'inté- 
grale indéfinie  relative  à  cp  est 

rintégrale  définie  est 

il  nous  faut  maintenant  multiplier  cette  quantité  par  djc^  et 


> 
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intégrer  entre  les  limites  zéro  et  a,  ce  qui  n'ofire  aucune 
difficulté^  nous  obtenons  ainsi 

3  abc 

Problème  hp  17. 
Calculer  l'aire  de  la  surface 


z=  arc  sm  I —  ) 

\    2        2    y 


comprise  entre  les  plans  x  ^=:  Xo  et  x  =  Xi\  montrer  quen 
cliacun  des  points  de  cette  surface  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Il  s'agit  d'évaluer  Fintégrale  double 


"'      '=//vMSr+fsr'^* 


m 


étendue  à  toute  cette  partie  du  plan  des  xy  comprise  entre 
les  droites  x  ^=  x^  et  a:  =  a^i,  sur  laquelle  se  projette  la 
surface.  Nous  allons  faire  un  changement  de  variable^ 
posons 

(2)  ^_^=X,      -—-— =Y. 


2 


Nous  déduirons  d'abord  de  là 

(3)      fLt£:=v/r^.  ^i±^=,/7TTs 


et,  en  diflerentiant  les  formules  (2), 
(4)  dx=i-^==f     djr=z 


^i+X»  V^i  +  Y» 


T-^- 
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Téquation  de  la  surface  deviendra 

z  =  arcsin(Xy); 
on  en  tire 

dz Y^ dz_  _         X 

on  a  ensuite 

dz         dz    dx  I         dz 


dK.       dx  dX        Ji ^2  dx 

J*où 


» 


) 


dz  , —dz         Ys/i-f-X»  dz        Xi/i-4-Y» 

fl?.r  «?X         y/i  — X'Y»  ^r         y/j— X^Y» 

d*OÙ 

/^y      /^gy_  i-f-X'Y^4-X'^-Y^  —  ('•^X^)('-^Y» 
'  "^  l^rf^/  "*■  \dr)  ""  1  —  X'Y*  "~  '      I  -  X^Y^ 

On  sait  que,  dans  le  changement  de  variables,  dxdy  doit 
être  remplacé  par 


( 


dx   dy        dx   dy 

dXdY       dY  dX^  ' 


ou  bien,  comme  x  ne  contient  pas  Y  et  que  j^  ne  contient 
pas  X,  on  aura  simplement,  en  remplaçant  dans  l'expres- 
sion (i)  le  radical  par  sa  valeur  (5), 


s=  rr^  ^fctïHiis^^, 


-If 


dX  rfY        ^r  -  X'Y» 


dx         dv 
remplaçons  ^  et  —  par  leurs  valeurs  (4),  nous  aurons 
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simplement 


Voyons  (Jig*  29)  quelles  sont  les  limites  de  nos  nouvelles 


variables;  d'après  la  nouvelle  expression  de  z,  on  voit 

qu'on  doit  avoir 

~i<XY<i; 

le  point  XY  doit  donc  être  compris  entre  les  hyperboles 
cjui  ont  pour  équations  XY  =^  i  et  XY  =  —  i  ;  pour  chaque 

valeur  de  X,  Y  variera  de  —  —  à  -h  i^»   enfin  X  variera 

de  Xo  à  Xi,  ces  valeurs  étant  définies  au  moyen  des  données 
par  les  formules 

—  ,      X   — 


nous  aurons  donc 


I 

X 


Jx.         J      ,     v/i  —  X 


v/i  —  X^Y^ 


Or 


/ 


_jz=zz=:  =  —  arcsinXY  -h  const.; 


T.  —  Hec. 


II 


DEUXIEME    PIRTIE. 


v'i  — X'T> 


"       .     s  /■"■iX  ,      X, 

=  x    "    '  =  "X.  X="°ex;' 


ur  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  il  nous 
de  montrer  que,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 


{l  +  î')r +(!+/.')/  —  2jiq.^  —  a. 
avons  déjà 

Ty/i+X-  _  Xy'i+T' 


Vi  — X'T'  ^i-X'Y' 

entions  ces  formules,  et,  dans  les  premiers  membics, 
laçons  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  (4),  nous   trou- 


— -iX-F    ,  d1 

V^i  +  X-  i/i+T' 


XT(i  +T') 


T-iX-f 


v/i+X'(i  — X'ï')'  (i-X'Y')' 


(i-X'Y')'  v'i+T'("-'''ï')' 


N 
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d'où  l'on  tire 

XY(i-f-Y»)  ^r+X^v/î'^ï^  XY(i4-XM 

r^=z i ^,       sz=.  y—,       frzr  j, 

(i— X'Y^)'  (i— X^Y»)'  (i  — X^Y»)' 

/  ,N         /  .^.  XY(i-+-X')(i4-YM 

(l  — X»Y»)' 

par  suite,  l'équation  (6)  est  identiquement  vérifiée. 


Problème  n®  18. 
On  demande  de  trouver  la  valeur  de  V intégrale  double 


(0 


X^     r^  dxdy 


en  passant  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordon- 
nées polaires , 

On  sait  que,  dans  ce  changement,  dxdj  doit  être  rem- 
placé par  rdrdd^  de  telle  sorte  que  l'intégrale  proposée  va 
devenir 


(2) 


r  r    rdrM 


Beste  à  fiver  [fig-  3o)  les  limites  entre  lesquelles  on  doit 

Fig.  3o. 


intégrer:  or,  dans  l'expression  (i),  les  intégrations  s'éten- 
daient à  toute  Taire  du  rectangle  OACB,  dont  les  dimen- 
sions sont  aQlb\  ici  tant  que  0  sera  plus  petit  que  1*  angle 

1 1. 


i64 
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a 


COA,  dont  la  tangente  est  -»  on  devra  intégrer  par  rapport 
à  r  depuis  zéro  jusqu'au  rayon  vecteur  OM  de  la  droite  AC, 
lequel  est  égal  à  — r  ;  pour  6  plus  grand  que  COA,  on  devra 

intégrer  depuis  /'  =  o  jusqu'à  r  =  ON  =  -:— r  -,  l'expres- 
sion (2)  va  donc  devenir 


b  a 

arc  tang  - 


w 


dQ   /  j  -H    /  dB 

Jo  (^'^ +  '•')'        J  6      c/o 


sin9 


rdr 


•/o 


Or 


arc  tang  - 
a 


[c-^f-, 


/*      rdr 
(c^^r^y 


^c»-H 


const. 


Nous  trouverons  donc,  pour  l'intégrale  cherchée, 


.( 


arc  tang  - 


dQ 


COSÔ 


^        ^a--hc-^ — c'sin 


in«e; 


/ 


a 


dB    - 


arc  tang  - 


/i  sinô  \ 


On  voit  qu'on  peut  effectuer  les  intégrations  :  nous  avons 
indiqué  cette  méthode  pour  montrer  commeut  on  fixe  les 
limites  des  nouvelles  variables*,  mais  elle  n'est  pas  la  plus 
courte.  Revenons  à  l'intégrale  proposée,  et  intégrons  d'a- 
bord par  rapport  à  y  ^  nous  aurons 


/, 


df 


X 


(C»  -h  ^»  H-  jr2f  ^'  -*•-  ^'    é-'  +  ^'  -4-  ^' 


const. , 
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d'où 


/ 


dX 


(e.  +  ^.  +  j..,»        {c'+;c')v/*'+c'  +  *» 


et  l'intégrale  cherchée  devient 


4-  c»  +  a:» 


on  a 


J('^ 


dx 


-f-ar2)^^»-f-c^-4-ara        c 


-  arc  tang  —  —  -4-  const. , 


c^b^-^  c^-hx^ 


et  Ton  déduit  la  valeur  demandée 


X^   r            dxdy  I  ai 

/ T  =- arc  tang -—== 


^»»4-c^ 


Problème  n«  19. 
O/i  donne  l'équation  différentielle 

OU  ûr,  i,  a',  J'  507i«  rfe.9  nombres  commensiirables  ;  on  de- 
mande dans  quels  cas  l'intégrale  sera  algébrique. 

On  sait  que,  pour  intégrer  Téquation  (i),  on  pose 

jrz=zxz\ 


•     • 


on  trouve  ainsi 


[a  -\-[b  'ha')z  -h  b'z^]dx  -h  («' -H  b'z)xdz=:o 


ou  bien 


dv  [a''^b'z)dz  _ 

x         a  +  [b  -ha')z  ■+■  b' z* 


zrz  O. 
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Soit  posé 


(I) 


a'  -hb'z 


a\-  [b  -ha')z-\-b'z^ 


z  —  a 


B 


et  nous  aurons 


X 


kdz 


Bdz 


z  —  a        z  —  p 


=  o. 


Intégrant  et  désignant  la  constante  par  logC,  il  viendra 


d'où 


Iog.r-4-Alog(3—  a)  4-Blog(z  —  p)  =  logC, 


ou,  en  remettant  -  au  lieu  de  z, 


11  faut  qu'en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  â 
une  certaine  puissance  A,  les  exposants  deviennent  entiers. 
Soient  donc  //i,  n,  p  des  nombres  entiers 5  on^doit  avoir 


m 


B 


n 

V 


d*OÙ 


A 

m 


B 

n 


A-f-  B—  I 


B_.  =  C, 


B 


m-\-  n        m-\-  n  — p 


on  tire  de  là 


m 


m-\-  n  — p 


,      B  = 


n 


m  -h  n  — p 


11  faut  donc  que  A  et  B  soient  commensurables,  et  cette 
condition  nécessaire  est  d'ailleurs  suffisante.  Or,  dans  la 
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décomposition  de  Texpression  (i)   en  fractions   simples, 
on  a 


A=^-; -. rr— 1         a  =: -^— Tï •' 

6-+-a'-+- 26'a  b' 


—  b^a'-hzb'p'      P""  b' 

et  il  en  résulte 


2A=:I  -f- 


2Bi=I 


^i^b-^a'Y^^ab' 
a'—b 

y 

^{^b  +  a'Y^^ab'' 


A  et  B  devant  être  commensurables,  a'  et  V  l'étant   par 
hypothèse,  on  voit  que  la  condition  cherchée  est  que  le 

*  radical  y]\b  -\-  afy —  4^^'  soit  commensurable. 


Problème  no  20. 

1**  Montrer  que  V équation 

(i)  y{x^-^y^)d.x -\' x(^xdy — ydx)z=zo 

admet  un  facteur  homogène,  de  degré  —  3,  rendant  le 
premier  membre  une  différentielle  exacte; 

2?  Prouv^er  quelle  admet  aussi  un  facteur  de  la  forme 

3**  J'rouver  à  Vaide  de  ces  deux  facteurs  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i). 

L'équation  que  doit  vérifier  tout  facteur  1  relatif  à  Té- 
quation  (i)  est 

(2)    j^(.r»-f-^'»  — x)- a:»--  -^Ux^-h  iy^-3x)  =  o. 

dy  cLx  ' 
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■  "  Je  suppose 


aisant  u  = 

^'a:' 

!  trouve 

---[3/(« 

+ 

"/'(")]. 

-^'/'("h 

antces  valeurs  dans  l'équatioa  (a),  et  remplaçant  en 
le  temps  y  par  ux,  il  vient 

sparait  comme  cela  devait  être,  et  il  reste 


+  311' _ 
uA-a'   ~  **' 

f 

«)=j^ 

ir' 

J 

•       ^(»"-<-J-| 

avons  donc 

1,=  - 

, 

■••+r') 

Je  mppo» 

1  =  ^, 

{x.  +  r')  = 

^,(.),    ..  =  «^ 

+J'' 

=  ^,(»)+2,.l,','(..). 
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Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (2),  il  vient 

d'où 

3ç  (j')  -H  2P(p'(f»)  =  o, 

On  tire  de  là 

ce  qui  nous  donne  le  facteur 

3°  L'intégrale  générale  sera 


OU  bien 


=  C. 


Problème  no  21. 
On  considère  l'équation  linéaire 

On  pose 

(2)  X=uv, 

et  l'on  demande  de  déterminer  la  fonction  m,  de  manière 
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que  V équation  en  i^,  qui  sera  aussi  linéaire  et  du  second 
ordre,  manque  de  second  terme 

En  substituant  la  valeur  (2)  dans  Téquation  (i),    on 
trouve 

[d^u  .du  /    V    n 

On  doit  avoir 

d'où 

l'équalion  (3)  devient 

(4^  2 +"[/'(') -/=W -*-?(*)]  =  o- 

Dans  certains  cas,  cette  nouvelle  équation  peut  être  plus 
facile  à  intégrer  que  la  proposée. 


I 


APPLICATIONS, 
o 


d^  y  dy 

(a)  j?'— \-^nx- — h[n(n  —  i)  —  h^x^]rz=LO. 

^    '  dx^  dx  ^  ' 


On  a  ici 


X 


—  nj — 

/'(.r)  -/»(x)  +  ç(x)  =  -  -  -  +  .-4;—^  -  /,'=-. h'; 


X"  X*  X* 
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l'équation  en  ^  est  donc 

rîntégrale  générale  de  cette  équation  est 

et  celle  de  la  proposée  (a) 

où  A  et  6  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  trouverait  de  même  que  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

est 

X  =zûr:-'^[kcoskx  +  Bsin^j:). 

2°  Uéquation  proposée  est 
On  trouve 


l'équation  en  i^  est 


On  aura  à  distinguer  les  cas  où  tî  H-  «  est  positif,  nul  ou 
négatif;  dans  le  premier  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion [b)  est 

jr  =  ér'*'!  A cos[a: slQ.{n  -+-  aj]  -h  B  sin[.r  y/2(/2  -f-  a)]  j ; 
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dans  le  deuxième 


r  =  ««'(A-4-Ba:); 


dans  le  troisième 


X  =  e^*[AC^'-*('''^>  -+-  B<r-*v^-»(»^)]. 


Problème  n«  22. 
Tromper  l'intégrale  générale  de  l' équation  linéaire 

— -7  4-  (  tangj;  —  2  cot*  )  -7-  -h  2  cot'j*,  r  ==  o , 

sacliant  que  la  fonction  y^  =  sïnx  vérifie  cette  équation, 
Soit  généralement  l'équation  linéaire 

d^Y       ^dy       ^ 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x,  et  qu'on  sait  être  véri 
fiée  par  la  fonction  j^  =JKi  '1  l'intégrale  générale  est 


j  y  \ 


Dans  le  cas  actuel, 


->'^=-/ 


J.rrrsinjr,       P 
%\Xixdx 


COS.r 

g-SVdx. 


z  tang j:  —  2  cet  jr, 

/COSxdr        - 
;; =  lOgCOSOr  Sm*.r, 
siDo:  ^ 

cosx  sin*  j:. 


Donc 


ou 


j  =rz  B  sin^  -f-  A  ûnxfcosxdt 
X=:A  sin'ar  -h  B  sin  jr. 
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Problème  n<>  23. 
Résoudre  la  même  question  pour  l'équation 

qui  est  vérifiée  par  la  fonction 
Icî 

Donc 


/dx 
T 


-^x^[x  -\-^i  -f-a:')^ 

in^x-h  \ji  —  x^y 
y  =B  (a:  -H  V^I  -h  x^)"  • 


7.n\x  ■+•  ^ i  -^  x^j 


A 

ou,  en  faisant =  ( —  i  )" 


X  r=  B(.r  +  v^i  4-  ^2)"+  C(.r  —  v/n-  -^O"- 

Problème  n»  24. 
Soit  i équation  linéaire 

(2)  ^  =  ?(i); 


1^4  DEUXIEME    PARTIE. 

il  y  aura  entre  y  et  t  une  équation  linéaire 

On  demande  de  déterminer  t  dejaçon  que  l'équation  en 
y  manque  de  second  terme. 

On  a  . 

dxz=ff*[t)dt\ 

nous  ferons 

^4)  rï^^  =+{'). 


<iV) 


doù 


dx  = 


^('j 


On  trouve 


et  Ton  voit  aisément  qu'on  a,  en  général, 

Substituant  dans  l'équation  (i),    on  aura   Téquation  li- 
néaire (3),  et  Ton  trouvera 
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et  cette  expression  doic  être  nulle;  donc 


^  ,      -     nin  —  i)  ,-,  , 


OU  bien 


2 


f,[x)dr-^\^dt=iO'^ 


on  en  tirera,  en  intégrant, 
et  ensuite 


tzzzjdxc    «C«-0 

telle  est  la  relation  cherchée  entre  x  et  t. 


APPLICATIONS. 


I  **  Faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation 

^     ^  r/or'  ^  I  4-  ^'  dx        (l  -h  :c')^  "~ 

On  a  ici 

I   I"  •* 


9     f  =:  C  arc  tango;  -4-  C , 


j:=:tang— -— 


Nous  prendrons  simplement  x  =^  tangf ,  et  nous  trouverons 
que  l'équation  proposée  devient 

d^y 
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on  a  donc,  en  désignant  par  A  et  B  les  constantes  arbi- 
traires, 

j^  =  A  cos^  -+-  B  sin r, 

et,  en  remettant  x  au  lieu  de  ^, 

A-f-Br 


X 


y/i  -hx' 


ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  Téquation  (a;. 
7?  Considérons  l'équation 


on  a 


/2  =  2     et    y; (a?)  =  H — —'-- —  • 
faisant  abstraction  des  constantes,  nous  trouverons 

/dx 
-==  9      t  ■=  arc  sma:,     x  =  sm/. 

L'équation  en  j^  et  «  est  ici 

dr         *         ' 

elle  donne 

j  z=A  cosmt  -+-  B  sin  m/ 
ou  bien 

jr  =  A  cos(/w  arc  sin.r)  +  B  sin  (m  arc  sin  j*}, 
ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  {b), 

,   ,  d^y  é^ — e~^  dr  Am^y 

(c)  —±  -1-2 —  —  -h  ; — — r  —  O, 

^^  dx^  e'^'-he-^dx        {e"-¥-e-*'Y 


On  aura 

■S' 


-  —  la  ^ — '—  dx 

t=  fdxe    •'     «3*H.e-2x 
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Or 


Donc 


2  ^  ^  arc  tang  ^ ",     e'*  =  tang  2  f , 
jc  =  -log(tang2/). 

On  trouve  aisément  que  l'équation  (c)  devient 

d'où 

jr  =  A  cosmt  -h  B  sinmf. 

Donc  Tintégrale  générale  de  Téquation  (c)  est 

j  =  A  cos  (  —  arc  tange^»  j  _|_  g  gin  /  _  ^rc  tang^"  )  • 

d^Y  I  dy 

if)  -/z  —  -^ -f  +  m'y  tang^or  =  o. 

'  dx^         sma:  cosar  a^  «^         o 

On  trouve 

•^  J      COSar  ^  ' 

Téquation  [f)  devient 

d^X 

—  +/«V  =  0; 

on  a  donc 

/  =  A  cos/72/  —  B  sinmf, 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  Téquation  [f)  est 

X  :=■  À.  cos  ( m  log  cos j?  )  -4-  B  sin  (/n  log  coso:). 
T.  —  Rec.  1 2 
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Problème  s»  25. 
Prouver  i/ue  l'expression 

di—' 

vérifie  une  équation  différentielle  linéaire    du   second 
ordre,  et  trouver  la  valeur  deB  enjaisant  dans  l'équation 
différentielle  z  =  cosar. 
Posons 

et  nous  en  déduirons 

±  =-„„-„.,. -.;■*, 

Je  diflerentie  n  fois  cette  équation  ;  en  appliquant  la  for- 
mule de  LeibnitE,  et  remarquant  que 

d'y  _  dB 


j'obtiens 

OU  bien,  en  réduisant, 

*'  '■  '  dt'  dz 
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Je  change  de  variable  indépendante,  en  posant  z  =  cosx, 


d'où 


dûc  :=: ■     ) 


v/'- 


ce  qui  me  donne 

d^ 

I        dQ 

■  — : z~. —  ■^— ? 

dz 

y^I  —  Z»   dx 

d'9 
dz^ 

—  a       dQ     ^         I        d^o 
.  1  dv        I  —  a»  dx^ 

réquation  (i)  devient 

d*0 

Soient  A  et  B  deux  constantes^  l'intégrale  générale  de 
l'équation  précédente  est 

(2)  0  =Asin«.r -j- Bcos«.r. 

Or,  sî  Ton  revient  à  Texpression  proposée,  en  récrivant 
comme  il  suit  : 

et  qu'on  emploie  la  formule  de  Leibnitz,  ou  trouvera 


I— I 


ô  =  (~  i)«-'  1 .3.5...(2«  -  i)ii±iIL  ^/x  -  z'^{i-^zyf{z), 

f{z)  désignant  une  certaine  fonction  de  z  qui  reste  finie 
pour  2:  =  I  ;  de  là  nous  tirons 

9 
0=ro     et     _=_  =  (— 1)«-.,. 3.5..   /2.^_,) 

pour  z  ==:i.  Or,  pour  i?  =  i ,  x  =  o, 

6  0 

^  i  —  2*       sin.r 

ist. 
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eDam  à  l'expression   (2)   de  0,  et  faisant  :r=o,    on 
,ve 

e^=B:     donc     B^o, 

lim-: —  :=  lim  — ;- — -^  :=  nA, 
smx  sm^ 

r  x=:  o\  donc 

«A=(-,)-',.3.5...(^-,), 
DUS  avons  enân 

_rf-i(,_,.)- 


d3'- 


(--,-■.. 3.5, ..{ï^-,)-: 


problème  n'  2G. 


I  demande  déformer  une  équation  différentielle  l 
~e  du  second  ordre  que  vérifie  la  fonction 


-/_: 


upposons  71  >  I ,  nous   pouvons  diâerentier   sous    le 
af,  et  nous  trouvons 


en  intégrant  par  parties,  on  a 

irtie  intégrée  s'annule  pour  z  =  —  i  et  pour  z  =r=~ 
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dîfférenliant  deux  fois  Tcxpression  (i)  par  rapport  à  ar,  on  ' 
obtient 


ou  bien 


(z»— i)'^«e"^3-4-   /  [z^'-\Ye''dz, 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  valeurs  (i)  et  (a) 

1  dy 

dej-et-, 

d^r  in  dy 

'       .  i^.  ___  _____    «^ 

</j:'  ^    da: 

L*équation  différentielle  demandée  est  donc 

d'x  dr 

(3)  '"^-^="'5;-"-^="- 

Changeons  dans  l'expression  (i)  de  y^  et  dans  l'équa- 
tîori  (3)  X  en  a:  y/ —  i^  Téquation  difiérentîelle,  après  la  sup- 
pression du  facteur  commun  s^ —  i ,  deviendra 

l'expression  nouvelle  dej^  sera 

(z^ —  r)«"-'  cos.rzrfz  -h  y'  —  i  i         (^^ — i)"-*sinj:z^z. 

Ou  voit  que 

(i  —  z^f-^co^xzdz 
et 


',=r   I  (i  —  z^)"-'  siQj:zcb 


•  - 


i8a 
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sont  les  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (4),  on 
peut  du  reste  écrire,  en  faisant  z  =  coscp, 

J/»7r 
'     sin'"~'ç  cos(a:  cosy)€fy, 
0 

/»7r 
Jq 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposî- 
tion  suivante,  due  à  Euler  : 
L'intégrale 


Jo 


•du 


vérifie  l'équation  différentielle  linéaire 

In  J 

La  fonction  y  représente,  à  un  facteur  constant  près,  la 
série 

1.7  i.2.7{7-f-i) 

appelée  série  hyper  géométrique ,   étudiée  très-complète- 
ment par  Gauss,  Jacobi,  etc. 


Problème  n»  27. 

Intégrer  l'équation 

,  .   d'*Y        n     d^-W       nirt  —  x)      d'^-^y  ,        . 

^  ^    dx"         I       ^.r»-»  1.2  dx""-^  ^         ^  -^ 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre;  nous  faisons  j'=  e'"';  l'équation  caracté- 
ristique en  r  est 

7" flA»-' 4- .  . .  ==  o     ou  bien     (r  —  aYzzzoï 
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ses  n  racines  sont  égales  k  a\  on  a  donc,  pour  Tintégrale 
générale  de  l'équation  sans  second  membre, 

et  il  suflSt  d'y  ajouter  une  intégrale  particulière  de  Téqua- 
tion  avec  second  membre.  Il  est  naturel  de  chercher  une 
intégrale  particulière  de  la  forme 

mais  ou  tombe  sur  une  impossibilité 

Nous  supposerons,  en  suivant  la  méthode  de  d'Alembert, 
que  le  second  membre  de  l'équation  (i)  soit  d'abord  e'",  et 
nous  chercherons  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

nous  trouverons 

d'où 

I 


K= 


Nn  ? 


{h-^aY 


donc,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec 
second  membre  est 

[1)        j  —  e«'(Ao  +  A,x  H-  .  .  .  -f-  Kn^^af^')  -f-  .^  _  ^.   ; 

il  n'y  a  plus  qu'à  faire  tendre  b  vers  a\  faisons  b  =.a  -f-  e, 
nous  aurons 

et,  en  développant  e"  en  série  convergente,  on  aura 

::::^  ^«  I   _   _i» i |_ 

{b  —  a)"  Lg«         «"-'    1  g«-2   1.2 

H , r  H -H  ^[x], 

e   1 .2.  .  .(/i  —  ij        1.2..  ./zj 
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0{x)  s'annulaDt  quel  que  soit  x,  pour  e  =  o. 
L'expression  (2)  devient  ainsi 

-+-     A„_,H ^ -.   Ij:»-'-^ f!_L_0(a:), 

L  e.I.2...(«  —  ijj  I    2...7Î)  ^ 

ou  bien,  en  introduisant  de  nouvelles  constantes  et  faisant 
tendre  e  vers  zéro, 


Jrr:C«MBo-hB,ar-|-B,x2^.  .     -f- B„_,  J:— ' -f- 


.r* 


I  •  2.  3.  .  ./2 


telle  est  la  solution  cherchée. 


Problème  n<»  28. 


Trousser  l' intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 


fO 


da^  ^     ^ 


r/a/w  laquelle  A,  B, . . . ,  L  sont  des  coefficients  constants, 
et  F (x)  un  polynôme  entier. 

Tout  se  réduit,  on  le  sait,  à  trouver  une  intégrale  parti- 
culière, que  Ton  ajoutera  à  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
tîon  sans  second  membre;  c'est  la  recherche  de  cette  inté- 
grale particulière  que  nous  avons  en  vue.  Je  dis  que  cette 
intégrale  est  la  suivante  : 


N 


y  =  aY[x)  +  iF'(.r)  -|-  cF''(x) 


•   •    •  » 


a,  i,  c, . . .  étant  les  coefficients  de  ^o,  <3*,  z*, .  .  .  du  déve- 
loppement de  Texpression — ^ 5  suivant  les 

puissances  entières  et  positives  de  z.  En  elTet,  nous  avons, 
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pour  définir  les  coefficients  ât,  &,  c, . .  . ,  Tëquation 


d'où  l'on  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  identifiant 
le  premier  membre  au  second, 

0  =  Ar  4-Bè-f-  Ce, 


d'autre  part,  l'expression  (i)  doit  vérifier  l'équation  (i); 
or  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  expression  dans 
l'équation  (i)  est 

(Aa  —  i)F(a:) -+- (A^» -♦- Ba)F'(a:) -+- (Ac -f- B^» -4- Ca}F"(j:) -+-..., 

et,  en  vertu  des  équations  (4)5  cette  expression  est  nulle 
identiquement. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (1),  on  ait  A  =  o^  dans 

ce  cas,  l'expression -i^"^ ne  peut  plus  être  déve- 

loppée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z  seu- 
lement^ mais  on  peut  toujours  la  développer  comme  il 
suit  : 

U  z  H-  Li  Z' -|-  .  ,  , 

et  je  dis  que  l'intégrale  particulière  de  l'équation 

^    ^  dx  dx'  dz'*  ^    ' 

sera 

(7)      y—  bfY{x)dx  -4-  cF(a:)  -4-  dW  {x)  -4-/F''(x)  +  .  .  . . 

On  a,  en  effet,  en  chassant  le  dénominateur  de  l'équa- 
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tion  (5)  et  identifiant, 

I— B^ 
/Qx  .  o  —  Bc  -f-  Cb, 

o=zBd~\-Cc  -hBb, 


•  •  » 


et,  en  substituant  l'expression  (y)  dans  Téquation  (6),  le 
résultat  est 

(B*  — i)F(x)  +  (Bc-+"C^')F'(^)-4-(BJ  +  Cc-f-Dè)F''(.r)4-..., 

expression  nulle  identiquement,  en  vertu  des  relations  (8)5 
on  verrait  de  même  que,  pour  Téquatiou 

dx^  dx*  dx"  ^    '' 

il  faudrait  prendre 

jr  z=  cffF(x)dx^-^  dfF(.T)d,r  -^fF{.T)  -^  gr  {:r)  -\-. .  0, 

les  coefficients  c^  d^, . .  étant  définis  par  la  relation 

Problème  n<»  29. 

Trouy^er  l'intégrale  générale  de  l'équation 

/z  ,       dy        n{n — i)  ,    ^d^r 
I  dx  1 . 2  dx* 

OÙ  F(j:)  e5t  u/2  polynôme  entier  en  x  et  h  une  constante. 

D'après  Texercice  précédent,  on  aura  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  (i),  en  prenant 

y  =:  aY{x)  -h  br[x)  -h  cY"[x)  +  .  .  . , 
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les  coeflScients  a^b^c^.  . ,   étant  les  coefficients  de  z\  2% 
z*, .  . .  du  développement  de  Fexpression 


/•« /-«-i^  H i L  X^-î^î—  . .  .         ^  ^ 

I  1.2 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  5,  or  la  for- 
mule du  binôme  donne 

I  i        n     z  n{n-hi)    z^ 


(/•  — Z)»         X"  I    /•«+•        -       1.2         ^«+* 

On  aura  donc,  pour  l'intégrale  particulière  cherchée, 

X-n  I      X'»-»-'  1.2  ^     ' 

du  reste  Tintégrale  générale  de  l'équation  (i)  sans  second 
membre  est 

y  =  c*'(Co  H-  C,.r  +  C,X^-h.  .  .  -h  C„_,ar«-«). 

Nous  aurons  donc,  pour  Tintégrale  générale  demandée, 

r  =  e^' (Co -4-  Cix  -4-  C2.r>+  ...  -4-  C„_,  :c"-'  ) 

-' '^-^  H rrrr-  -h  -^ ^~^  +.  ... 


Problème  n»  30. 
Trousser  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dans  laquelle  a,  j3,. . . ,  À,  /:  désignent  des  constantes,  et 
F  (or)  U7I  polynôme  entier  en  x. 

Nous  allons  ramener  ce  cas  au  précédent,  en  faisant 

(2)  jr  =  ze^', 
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ce  qui  nous  donnera 


(3).^-.?!-.. 


=  e^'( 


Az-t-B  — 
dx 


^2?" 


et  l'équation  (i)  deviendra 


(4) 


dx  di^  ^    ' 


Nous  rentrons  donc  dans  le  type  déjà  étudié;  îl  reste  à 
trouver  les  valeurs  des  coefDcients  A,  B, . .  . ,  L,  en  fonction 
de  a,  j3,.  . .,  i. 

Pour  y  arriver,  dans  l'équation  (3),  je  fais  z  =  e*',  d'où 
^._,^(H-*)x^  etTéquation  (3)  devient 

=  A  H- BA  +  G/i'-f- .  . .  +  L/i", 


Soit  donc  posé 


a-f-pX-hyA-'-f-.  .  .  +  X^''=f(^), 


et  nous  aurons 


^^     '  I  1.2 


et  Téquation  (4)  deviendra 

,,.     •     (p'f^)  dz        oUA)  dH  ^,    . 


I         é/.r  1.2     ^' 


en  multipliant  une  intégrale  particulière  z  de  cette  équa- 
tion par  éî*',  nous  aurons  une  intégrale  particulière  de  le- 
quatiun  (i). 
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Problème  b9  31. 
T^rouver  toutes  les  fonctions  f  jouissant  de  la  propriété 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  y. 

L'équation  (i)  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  jr,  je 
peux  prendre  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  a:  ^  je  trouve 

J'ai  de  même,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  7^, 
et,  en  comparant  les  deux  valeurs  àef\x  -f-jr)?  ^1  vient 

f{x)       _      fiy) 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  X  qui  peut  être  quelconque  ;  le  second,  une  fonction  dej^ 
qui  peut  aussi  être  quelconque.  Pour  que  Tég alité  puisse 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  j^,  indépendantes 
les  unes  des  autres,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
égaux  à  une  constante  a.  On  a  donc 


f'i-r) 


a 


et,  en  remontant  aux  fonctions  primitives  et  désignant  par  b 
une  nouvelle  constante, 

arc  tang/(a:)  =  «j?  +  ô. 
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L'expression  (i),  quand  on  y  fait  ^  =  o,  donno 


a  donc 
par  suite. 


/(o)  =  o, 

6  =  0; 

f{x)  —  tanga, 


FrobUme  n«  33. 
Trouver  la  fonction  tf,  telle  que  l'on  ait 

«/■  toutes  les  valeurs  de  x  et  dey. 

Dans  l'équation  (i),  je  prends  les  dérivées  par  rapport 

?,  ce  qui  me  donne 

Je  prends  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'équation  (a) 
r  rapport  à.y,  et  je  trouve 

bien 

I  /U+J-)  _  <f'{x—x)  _ 

Ainsi  la  fonction      .^  .'  ne  doit  pas  cbanger  quand  on 
nplace  u  par  x  H-  j-  ou  j:  — j'.  Comme  x  -i-y  ttx  —y 
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peuvent  être  quelconques,  et  indépendants  Tun  de  l'autre, 
il  en  résulte 

•î-y— r  =  const. 
Supposons  d'abord  la  constante  positive,  et  prenons 

Tîntégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est,  avec  les 
deux  constantes  arbitraires  A  et  6, 

(4)  ff{u)  =  A€r"*-hBc'^'\ 

Nous  devons  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  (i), 
car  les  équations  (a)  et  (3)  sont  plus  générales  que  l'équa- 
tion (i)*,  nous  aurons  donc 

(AC~+'V-+-  Be^'^-^)  (Ac"'-'V-|-  Be-'«*+*y) 

cette  équation  se  réduit  à 

(A  4-  B)  (Ae^-h  Be-^J")  =  o. 

On  doit  donc  avoir 

A-t-  B  =  o, 

et  l'expression  (4)  deviendra 

Supposons  maintenant 

/(")=  — ^'?(")» 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

(f{u)  =zA'  cosmu  -i-B'sinmii 

Substituons  dans  l'équation  (i),  et  nous  trouverons,  après 
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quelques  réductions, 


.(. 


cos  — ^  H-  B'sm  -^  )  =  o. 
2  2  / 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  y^  comme 
on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  A'=;  o  et  B'=  o,  il 
en  résultera 

et,  par  suite, 

ç>^'w)  =:  h'smmu. 

Ainsi  les  deux  seules  fonctions  jouissant  de  la  propriété 
demandée  s'obtiennent  en  multipliant  par  une  constante 

arbitraire  ou  siumx,  m   étant   d'ailleurs    un 

2 

nombre  quelconque. 

Problème  n<»  33. 

Trouver  les  fonctions  les  plus  générales  f  et  ç,  telles 
que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  y^  l' expression 

puisse  se  mettre  sous  la  forme 

V  =  F(x)-*(j^), 

et  troui^er  les  fonctions  F  ei  4>. 
En  diSérentiant,  on  obtient 

—  =  2^[/(x  -f-r)  4-  (p  (o:  —  j)] 
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et  l*on  doit  avoir 

dxdy 
il  vient  ainsi 


=  o; 


(^-+-r)(^-j)[/V-i-7)-?"(^-r)] 

OU  bien 

OU  encore 

Ces  deux  expressions  devant  être  égales,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x  -\^j  et  x  — j^  qui  sont  d'ailleurs  indépen- 
dantes Tune  do  l'autre,  chacune  d'elles  est  une  constante . 
et  Ton  a 

X       jr 

Considérons  la  première  de  ces  équations,  et  faisons, 
pour  plus  de  clarté, 

nous  aurons 

du        1 

équation  linéaire.  En  intégrant,  on  trouve 
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atégrant  de 


u,  en   désignant   par  a,  b,  c,  a',  h'  de  nouvelles  con- 
Lantes  arbitraires,  on  aura 

vÉnrpiCATiOH. 
Adoptant  les  valeurs  précédentes  pour  lesfonctionsy  et  ç, 

U  ^ 

V=        {a  +  a'):r  +  (6  +  A')*'-!-2c^ 
-  [(a  -  a')y  +  {b  +  6'}j'+  ac/']; 
n  a  donc 

F(x}  =  îC.ï:'M-  (b  -i-  h')^-\-  (a  +  û')^, 

*{r)  -  acj---^  (fc  +  b')x'-h  (a  ~  a-)y. 

Cette  question  se  présente  tout  naturellement  à  propos 
e  la  solution,  donnée  par  Jacobi,  du  mouvement  d'un  point 
latériel  attiré  par  deux   centres  fixes  suivant  la   loi  de 

(evrton. 
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Problème  n^  34. 

On  demande  de  trousser  l'intégrale  générale  de  l* équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

-^  ^  [«r  —  ^  —/(«)]  +  1  =  0. 

Ou  est  conduit  à  iutégrer  le  système  suivant  d'équations 
dîiférentielles  simultanées  : 

dx 

H-  4«>_y  —  Znx  —  3/2/(2)  +/'(a)  =  o, 

(2)        { 

-r  -+-  wj  —  ^  — /(z)  =  0. 

az 

On  Yoit  immédiatement  que  ces  équations,  qui,  du  reste, 
sont  linéaires  et  à  coefficients  constants,  se  simplifient 
beaucoup,  si  l'on  pose 


elles  deyiennent  effectivement 

(3) 


dz     ■4'^'r  — 3«X=:0, 


On  voit  que  ces  équations  sont  de  même  forme  que  les 
équations  (2),  mais  elles  n'ont  pas  de  seconds  membres. 
Pour  les  intégrer,  nous  allons  éliminer  X  •,  de  la  dernière, 
nous  tirons 

(4)  /  =  «•''■+■  I- 

Reportant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (3),  il 

i3. 


«..---.  »- 
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vient,  après  réduction, 

Téquation  caractéristique  qui  correspond  à  cette  équation 
linéaire  et  à  coefficients  constants  est 

r'  —  2/ir  -4-  72^  nr  o, 

elle  a  ses  deux  racines  égales  à  n  ]  donc  l'intégrale  générale 
de  Téquation  (3)  est,  en  désignant  les  constantes  par  C  et  C\ 

(6)  r  =  ^'(C3H-C'). 

Reportant  cette  valeur  dans  Téquation  (4)r  ^^  remplaçant X 
par  sa  valeur  en  j:  et  z,  il  vient 

(7)  .T-^/{z)=e^'[2n{Cz  -h  C')+  C]; 

les  équations  (6)  et  (7)  constituent  le  système  intégral  des 
équations  différentielles  (3)',  résolvons  par  rapport  à  C 
et  C^  et  nous  aurons 

C=re-"[.r-.  2/27-4-/(3)], 

C'  =  e-^*  \y  —  xz-^r  1  nyz  —  «/(  2)]. 

Donc  l'intégrale  générale  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles  proposée  est,  en  désignant  par  4*  une  fonction 
arbitraire. 


«-"*[/  —  xz-^  inyz  —  2/(z)]  =  4>  !  e-"»[.r  —  iny  -4-/(z)]  j. 

Problème  n»  35. 
Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

.._  +  (^_,/Rrr^)_==o. 

.  Il  faut  considérer  le  système  suivant  d'équations  simul- 


■ 

4 
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tanécs 

dx                 dy                 dz 

^      .r  — v^R'— 3^      o 

on  en  tîre 

197 


^dy  —ydx-h  V^R*—  C;rfjr  =  o, 

,  y       I -TTz  dx 

d^  4.  ^/RTzrcj -- =r o. 

X        ^  *  x^ 

Intégrons  et  désignons  la  constante  par  Cs,  et  nous  au- 
rons 

X 

résolvons  par  rapport  à  Ci  et  C,  5  posons 
et  nous  aurons  pour  Tintégrale  chercliée 


C  est  facile  de  trouver  une  génération  simple  de  la  sur- 
face représentée  par  Téquation  précédente  ;  les  équations 


s  =  C„     7  =  G,  a:  -h  v/R2  —  C  f 

sont  cdles  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  xy^  et  qu 
passe  par  le  point  ayant  pour  coordonnées 


x  =  o,    jr  =  ^R>— c;,     z=zC,, 

Ce  point  est  toujours  situé  sur  la  circonférence  de  rayon  R, 
tracée  dans  le  plan  des  j^z  avec  l'origine  pour  centre  \  donc 
les  surfaces  cherchées  sont  toutes  celles  engendrées  par 
une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  au  plan  des  o^, 
en  s'appuyant  toujours  sur  la  circonférence  définie  précé- 
demment. 


1 
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Problème  n°  30. 
itêgrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

:  considère  le  système 

dr        dy  dz 

tire  d'abord 

C,  =  -1      dx=  Linge, 

,/i  +  c;    ^ 
émettons  dans  cette  dernière  éijuation  ~  au  lieu  de  Ci , 
3sons 

C,/r+Cf  =  *(C,); 
î  trouverons 

^jt'H-j'  =  ï  tanga  +  ♦  f  ^  J  ; 

!  est  l'intégrale  cherchée.    Donnons   une  génération 
lie  de  la  surface  ;  les  équations 

C,  =  ^,     X —L^  tanga  =  C, 


celles  d'une  droite  qui  rencontre  constamment  l'a 
z  -,  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  Oz  est 
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Donc  les  surfaces  représentées  par  réquation  proposée 
sont  toutes  celles  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre 
constamment  l'axe  des  z,  en  faisant  avec  cet  axe  un  angle 
constant. 

Problème  n«  37. 

Trouver  toutes  les  fonctions  V  de  x^ -{- j^ -^^ z^ ^  telles 

que  l'on  ait 

d^Y       d^V       d^\ 

=  o. 


dx^    '    dy^         dz^ 
Posons 


j df        X 

=  V^'-Hr'+2^     d'où      —  =  -, 


dx         T 


et  nous  aurons 


dW^_^d\  X 
dx         dr  r 


d^Y  _d'\  x^        dYfi        x^ 
dx^         dr^  r^         dr  \r        r^ 


On  en  déduit,  en  supposant  écrites  les  expressions  de 


d^\       d^Y 
dx^  dz* 


d^Y       d^Y       d^Y        d^Y        2  dY 


dx^         dy^        dz'  dr*         /    ^/  ' 

nous  aurons  donc 


ou  bien 


d^Y       1  dY 

dr^    '    r   dr 

=  0 

d^Y 

dr^ 

dY 

2 

r 

0, 

Hr 
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et  cette  fois,  en  regardant  Y?*  comme  la  fonction,  nous 
avons  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  ;  nous 
en  déduisons,  en  appelant  les  deux  constantes  arbitraires 
A  et  B, 

Remettons  pour  /•  sa  valeur  ^a;*-f-j>'"'-f-^*:  et  nous  aurons 
pour  Texpression  la  plus  générale  de  la  fonction  cherchée 

^Ix^  H-  jr*  -i-  z» 


Problème  no  39. 
Soit  l'équation 

.  d}z  d^z  d^z 

dc^  dxdy  dy"^ 

où  A,  B,  G  désignent  des  constantes  ^  aux  ^variables  x  et  y 
on  substitue  deux  autres  variables  x'  et  y' ^  liées  aux  pre- 
mières par  les  équations 

(2)  x'z=z  ax  4-  hy^     y  =■  dx  -h  Uy\ 

alors  l'équation  (i)  prend  la  forme 

d^z  d^z  d^z 

On  demande  de  choisir  les  constantes  a,  i,  a',  b\  de 
façon  que  A'=  o,  6'=  o  ;  conclure  de  là  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation  (i). 

Des  expressions  (2)  je  tire 

daf  =zadx -i- bdjr^     dy  z=.  adx -^-Vdy^ 
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«0- 
bien 


<ir 

=  '37  +  '' 

^ 

+  a 

''''     \^r. 

(" 

rf'î 

-ha 

-hl> 

d'3    \ 

■(' 

dH 
d^'d/ 

-hb 

+  6 

d'z    \ 

■(' 

d'z 
dj/d/' 

+  i 

d'z 

<l^dy' 


dy- 


dxdy 

d^  _ 
df- 


-^{ah'+ha') 


d-e  dy' 
dx' dy  dy" 


En  multipliant  ces  équations  respectivement  par  A,  2D 
C,  ou  forme  l'équation  (3),  et  l'on  obtient  ainsi  la  va- 
r  de  A'  et  C  que  nous  égalons  à  zéro,  ce  qui  nous  donuc 


Ao"+2B<ï'*'+Ci": 
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l'équation  (3)  se  réduit  donc  à 

dz 

dH  "dp 

—  o    ou       .■.    =o; 


dx*  dy  daé 

on  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  F'{j^')  une  fonc- 
tion arbitraire, 

intégrons  de  nouveau  et  désignons  par  4>(x')  une  nouvelle 
fonction  arbitraire,  et  nous  aurons 

en  remettant  pour  x'  et  j^'  leurs  valeurs  (a),  et  rempla- 
çant h  et  V  par  les  expressions  (4),  nous  aurons  pour  la 
solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i) 

J         B  — v^B»  — AC    \  [         B  +  vB'  -  AC    \ 

^=v — Â — ^rA^ — ^Â — n' 

où  F  et  4>  désignent  deux  fonctions  arbitraires. 


Problème  n«  40. 

Transformer  l'équation 
,  ,  ^d'^z  d^z  ^d^z  dz  dz 

en  faisant 

a:==pcosa>,     j^  =  psin«. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
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■J-  =  C08u,  ^  —  sin»), 

dit  siDw  dai  cost 

dx  p  dx~  p 

f/2       dz  sinu  f/z 

i^x        (/p  p      </u 

t/s        i/z    .  cosw  dz 

djr       df  p     iA> 


1  trouve  ensuite 


—  COS  2  û>  — p 


^^"  rfprf» 

sin*  cos« 

c. 

dz 

dfda 

rf's 

dz 

dp 

>n  en  conclut 

■^  ^  ~  ^"'■^  dxdy  "^  ■^  -Tr" 
cquation  proposée  devient  donc 


y 
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On  connaît  Tîntégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  \ 
les  constantes  arbitraires  seront  des  fonctions  arbitraires 
de  /o,  et  Ton  aura  pour  l'intégrale  générale  de  Téquation  (i) 

z  =  <l>  (p]  cos»  -h  y  (p)  siû» 
ou  bien,  en  remettant  x  Q\y^ 

Problème  n»  41. 
Ç^ue  devient  l'équation  aux  dérii^ées  partielles 

quand  on  remplace  les  variables  indépendantes  xetj  par 


jc'       xy  et  y'      -  ? 

On  a 

dz            dz        dz             dz 
dx'~^  tlx'^      dy""^  dx' 

I     dz 

y^  df^ 

dH           dH 
dx'"^  dx'^'^ 

• 

on  trouve  que  l'équation  proposée  devient 

d^z  ,  ,^  dz  ,  ,        -,  ilz  .    , 

elle  est  la  même  que  la  proposée  \  si  donc  ^i  =  F(x,  y')  est 

une  solution   de  la  proposée ,  2:5  =  F  (  xy^  -  j  sera  une 
nouvelle  solution  de  cette  équation. 


1 

^ 


1"     .   f 


r^s^f^^r^f 


ao6 
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Problème  n*"  42. 

Valeur  de  V intégrale  f  x^e^'*  dx{oàn  est  un  en- 
tier  positif. 

Cette  intégrale  a  une  valeur  finie,  car  le  coefficient  de 
dx  est  moindre  que  —  pour  x  très  grand.  Calculons  d'abord 
l'intégrale 


=/■ 


J  =  I     e-^  dx, 

'o 


Pour  cela,  considérons  Tinlégrale  double 


r  rc-(*'+r')  dx  dy, 


étendue  au  carré  OACB  ou  F  (^fig*  3i)  dont  le  côté  csl 


Fig.  3i. 


égal  à  p  ;  on  a 


\    r  e-i'^*-*-y*)  dxdy==  I     e-^*  dx  f   e-r'  dy  =  \   f   c-»'  dx    . 

Si  l'on  fait  croître  p  indéfiniment^  cette  égalité  nous 
montre  que  l'intégrale  double  a  pour  limite  J^.  D'autre 
part,  décrivons,  du  point  O  comme  centre,  entre  Oa:  et 

Oy,  deux  arcs  de  cercles  de  rayons  p  et  p  v/2 ,  et  soit  F',  V 
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les  deux  quadrants  ainsi  définis;  on  a 
I    f  e-(*'+^*)  dx  dy<  j  I  e-(-^'+r*)  dx  dy<:  j   Ç  e~(**+y*)  dx  dy. 

Or,  en  coordonnées  polaires,  l'intégrale  étendue  à  F' dévient 


1C 


r  f  e-^*rdrd^=  f    e-^rdr  Ç   c?0  =  ^  (i  — e-P'); 

et,  de  même,  on  trouve 

C  f  eHx»4-r«)  dxdy^j{i-^ e-«P' ). 

Si  l'on  fait  croître  p  indéfiniment,  ces  deux  expressions 

tendent  vers  la  même  limite  79  qui  est  aussi  la  limite  de 

4 

f  f  e-<''+^''  dx  dy  ;  d'où  l'égalité 


4  2 


Evaluons  maintenant 


f 

0 


x^e-^^  dx. 


En  premier  lieu,  si  n  est  impair  (n  =  2  A*  +  i),  l'intégrale 
indéfinie  est  facile  à  calculer;  posons,  en  efi'et,  x^  =  y\ 
l'intégrale  J^  devient 

I    /** 

-  /    yf^e-Ydy^ 

or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

I  yf^e-y  dy  =—y^e-y-i-  k  fy^'-^e-rdy, 
et,  par  suite, 

J/*oo 
f     e-ydy  —  k\. 
0 

Quand  n  est  pair  (/i  =  2A),  il  vient,  en  intégrant  par 
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. 

narlies, 

.*=  r''a:>*e--''(ir-f-^x>*-'e- 

-)■ 

-^.c 

:p"- 

e~^dx=- 

'.,  par  suite, 

j,,   '•'■' 

^é^^'.- 

1.3. 

■■■(^*-') 

Problème  n 

M3. 

Montrer  que 

'intégrale 

!f  une  fonction  algébrique  de  x. 
FaisODs  Qii  chaDgement  de  variable  de  la  forme 
_  /m  +  m 

îl  que,  aux  trois  valeurs  (t  =  o,  «  =;  i ,  u  :=  j;  de  «,  cor- 
ïspondent  trois  valeurs  de   f  indépendauies  de  a;,  soil 

:i:r  o,  f  =  i ,  (•  i=  oc.  11  Suffit  de  pfcûdre 

esl-à-dire 


intégrale  devient  alors 


^,  !'i'«'(»-i)'(«-,)'«'c»-i) 
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Si  donc  on  représente  par  co  la  constante    /    ..  -.y 

on  voit  que  J(^)  est  égale  à  3  :« 

yx{x  —  1) 

Problème  n""  44. 
Montrer  que  V intégrale 


{    . 


X) 

considérée,  soit  comme  fonction  de  x^  soit  comme  f onc- 
tiondey,  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  algébriques  et  rationnels 
en  x^y.  ■ 

Faisons  encore  le  chanfirement  de  variable  p  = '^^—^ 

^  X  —  u 

qui  change  les  valeurs  «  ==  o,  m  =  i ,  m  =  a:  en  les  valeurs 
c;  =  o,  «^  =  i ,  c^  =  00.  Il  vient 

en  posant 

y^x  —  i) 

z  = • 

x^y 

L'intégrale 

/(Z):=    f     p"8(p  — I)~8(P  — ^)-lC?P 

est  une  intégrale  hyper  géométrique  et  satisfait  à  Téqua- 
tion 

(I)  *(^-)£^  +  |(«-')|  +  5y  =  o. 

Pour  vérifier,  d'ailleurs,  ce  résultat  classique,  il  suffit  de 

calculer  le  premier  membre  de  (i)  en  appliquant  la  règle 

T.  —  Bec,  i4 
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de  difTérenllation  sous  le  signe  /  :  on  trouve  que  ce  pre- 
mier membre  est  égal  à 

X*a  (p*-¥-ikvz  —  IV  —  z)  j 
l—ï. ï '^''' 

intégrale  où  le  coefficient  de  d\^  est  la  dérivée  exacte  par 
rapport  à  (^  de  la  fonction 

V(i^)  =  — P«"(P  — 1)»({^  — ^)-«, 


et  qui,  par  conséquent,  est  nulle,  quel  que  soit  z* 

-  1 


V  (  X  — —   î  ^ 

Si  maintenant  on  remplace  z  par  ■: et  si  Ton 


calcule  ^>  T-4>  il  vient 

dj_  ^dldz^  ^d£   r(f— r) 
àx       dz  dx       dz  {x  —  y)^ 

à\[  ^  ç[V  r'('--J^)*  _  ^       I       . 
dx^       dz*    (x  —  y)'*  dx  X  —  y' 

la  fonction  J  de  x  vérifie  donc  une  équation  de  la  forme 

où  A,  B  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ;r,  y  qui  s'ob- 
tiennent immédiatement.  Enfin,  revenons  à  la  fonction  J 
donnée  par  Tégalité 

•        .       s/xix  —  l) 
y  —  x    ' 
si  l'on  pose 

l'équation  (2)  s'écrit 


(S-»-) 


-hB-i-  ^  =0; 
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remplaçons  f  par 

3a?       3(a?  —  i)       ^  —  x 
^  vérifie  une  nouvelle  équation 


^*(S"^**)'^^**"*'^^=''' 


où  Â|^  B|,  Cl  soiit  des  fonctions  rationnelles  à^  x,  y\  la 
fonction  J  satisfait  donc  à  Téquation 

Il  est  clair  que  le  même  raisonnement  prouverait  que  J 
satisfait  aussi  à  une  équation 

où  A2,  B2,  C2  sont  rationnels  en  x^y. 


Problème  n*"  45. 

Transformer  Véquation  différentielle  linéaire  du 
troisième  ordre 

en  prenant  comme  nouvelle  variable  X^  =  ^  ^^  comme 
nouvelle  fonction  Y  =  a;  ~-  — y  {transformation  de 
Le  gendre). 

Si  l'on  élimine  x  entre  les  équations 

i4. 
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Y  devient  une  fonction  de  X,  et  Ton  trouve  aussitôt  pour 
d\ 

c^x  -  cp'  -        y 

en  supposant  toutefois  que  y"  n'est  pas  identiquement  nul. 
Toute  courbe  du  plan  des  a?,  y  qui  n'est  pas  une  droite  se 
transforme  donc,  d'après  (i),  en  une  courbe  du  plan  des 
X,  Y  qui  n'est  pas  une  droite,  et  entre  les  deux  courbes 
existent  les  relations  réciproques 

Ceci  posé,  partons  d'une  équation  différentielle 

calculons  -T-y  ^^  "jz  ^"  fonction  de  X,  Y  et  des  dérivées 
de  Y(X);  il  vient 

d^y^dy^dX^     dX     _       I 
dx*   "  dx  ^  dx'"  d^Y  ...  ""  /^«Y\  ' 

rfXî"^^       \dXi) 

d^Y  d^Y 

d>y  _  df rfX»      dX  dX^ 


dx^        dx  /f^ilV  ^^  /çg^Yy 

wxv  Wxv 

Si  donc  on  représente  par  Y',  Y'',  Y"'  les  dérivées  succes- 
sives de  Y(X)  par  rapport  à  X,  l'équation  transformée  sera 

(4)  Y"=A(r)Y'*-h[B(Y')X  +  G(r)(XY'— ¥)]¥'*. 

En  particulier,  si  les  coefficients  de  (3)  sont  constants 
(A  ^  a,  B  ^  6,  G  =E^  c),  Téquation  (4)  s'écrit 

(5)  Y'"^aY''^'\'\hX  -+-  c(XY'-  Y)] Y'», 


EXERCICES  sua  LE  CALCUL  INTÉGRAL.        2l3 

et  cette  équation  s'intègre,  par  conséquent,  à  Paide  de  la 
transformation  (i). 

Remarque,  —  On  voit  immédiatement  que  les  équa- 
tions (2)  expriment  que  les  deux  courbes  y=f{^x)^ 
Y  =  F(X),  sont  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre  par 
rapport  à  la  parabole 

a?' 

A  deux  courbes  tangentes  du  plan  des  x^  y  correspondent 
deux  courbes  tangentes  du  plan  des  X,  Y.  La  transforma- 
tion (1)  (qui  est  la  transformation  de  Legendre  pour  le 
cas  de  deux  variables  x^  y)^  est  le  type,  pour  le  plan,  des 
transformations  appelées  par  M.  Sophus  Lie  transforma- 
tions de  contact. 

Si,  au  lieu  de  la  parabole  j^=  —  ^  on  prenait  comme 
conique  directrice  le  cercle 

/pî  _|_  ^1  H_  I  ==  O, 

les  relations  entre  la  courbe  y  =  f(^x)  et  sa  polaire  réci- 
proque Y|  =  Fi  (X|)  seraient 

dx  -^  I  d\\  X 

dy  dy  dXi  y 

_  c?Xi  _  I  dy  __      X| 

Y   d\x       V  Y   ^1       ^  ^     dx  "      Yi 

On  peut  effectuer  la  transformation  (i)'  en  effectuant 
d'abord  la  transformation  (1),  puis  la  transformation  ho- 
mographique 

(I)'  Xi=:^,       Yt=^. 

Il  est  loisible  encore  de  dire  que,  étant  donnée  une 
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courbe^  =:/(a?)  et  une  droite 

(6)  j.  =  irX-Y, 

la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  courbe 
se  traduit  par  une  relation  Y  =  F(X);  les  deux  fonctions 
^=y(^),  Y  =  F(X)  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par  la 
transformation  (i)  Si,  au  lieu  de  prendre  la  droite  sous 
la  forme  (6),  on  la  prend  sous  la  forme 

les  fonctions  y  =  /(^)  et  Y|  =  F^  (X|)  se  correspondent 
par  les  formules  (i)'. 

Problème  n""  46. 

Transformer  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  linéaire  et  homogène 

.   d'^z         „    d^z         r^d^z  -.  dz  „dz        „ 

A-r-r  -H2B   T— 7-  +  G3-7-4-2D-r-    -H2E3-    H-F^=0, 

ôx*  oxoy  oy^  ox  oy 

en  prenant  comme  nouvelles  variables 

X  —  ^  Y  —  ^ 

~  dx  ~^  ày 

et  comme  nouvelle  fonction 

„         dz  dz 

Z=::X—  -\-  y- Z. 

OX       ''  oy 

(  Transformation  de  Legendre.) 
Des  deux  équations 

on  peut  tirer  a:  et  j'  en  fonction  de  X,  Y,  pourvu  toute- 
fois que  le  déterminant  fonctionnel  -r-z  -r-r  —  (  ,    f    )    ne 
^  ox^  oy^        \dx  dy  I 

soit  pas  identiquement  nul;  si  l'on  remplace  x  et  j^  en  X^ 
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Y  dans  Téquation 

Z  devient  une  fonction  de  X,  Y.  Appelons,  pour  abréger, 
/>,  q  les  dérivées  premières,  r,  5,  t  les  dérivées  secondes 
de  z{x^y\  par  rapport  à  x^  y\  appelons  de  même  P,  Q 
et  R,  S,  T  les  dérivées  premières  et  secondes  de  Z(X,  Y) 
par  rapport  à  X,  Y.  Calculons  P,  Q,  R,  S,  T.  Différen- 
tions  les  égalités  (i)  et  (2);  il  vient 

c?X  ^  r  dx  -^  s  dy^        dX  =  sdx  -h  t  dy^ 
dlL -=■  X  dp -\-  y  dq  =■  X  d\  -{-y  dY. 

Si  donc  on  prend  X,  Y  comme  variables  indépendantes, 

la  différentielle  totale  deZ  est  égaie  à  xdX  -hydY,  d'où 

les  deux  égalités 

âZ  dZ 

Comme  ces  égalités  sont  résolubles  par  rapport  à  X,  Y, 
puisqu'elles  équivalent  aux  égalités  (i),  RT  —  S^  ne  sau- 
rait être  identiquement  nul.  On  voit  donc  qu'à  toute  sur- 
face non  développable  ^=/(a?,^),  la  transformation  de 
Legendre  fait  correspondre  une  surface  non  développable 
Z  =  F(X,  Y),  et  ces  deux  surfaces  sont  liées  par  la  cor- 
respondance réciproque 


V       àz 
ax 

V        ^^ 

ày 

„          dz           dz 

àZ 

dZ 

„  dZ      -,  <JZ       _ 

(3) 


Calculons  maintenant  les  dérivées  secondes  R,   S,  T 
de  Z.  Nous  avons 

R  =  ^-^  c_    <^*Z    _ày 


ai6  DEUXIÈME    PARTIE. 

X  et  y  étant  les  fonctions  de  X,  Y  définies  par  (i).  Déri- 
vons donc  ces  équations  (i)  par  rapport  à  X  (en  laissant  Y 
constant);  on  trouve 

dx  dy  dx       ^  dy 


R=— U,         S  =  -       * 


et,  par  suite, 

— — j,         o  — —  — —-^ 

On  trouverait  de  même 

T  = 


r 


En  définitive,  on  a 

—  =  =  —  =  — ,     avec    h=:  rt  ^  s*. 

t        —  s       r        h 

et  il  suit  de  là  que  RT  —  S*  ou  H  est  égal  à  -r* 
La  transformée  de  Téquation  donnée  est  donc 

o  =  A(P,Q)T~2B(P,Q)S-f-G(P,Q)R 

(RT-S»)[2D(P,Q)X-4-2E(P,Q)Y-4-F(PXh-QY--Z)]. 


Si  Téquation    donnée  est  à  coefficients   constants,   la 
transformée  s'écrit 

aT  —  26S  -h  cR  -4-(RT  —  S^)[%dX  +  leY  -4-/(PX-f-  QY  —  Z)]  =  o. 
En  particulier,  les  équations 

restent  invariantes  dans  la  transformation  de  Legendre. 
Remarque.  —  Les  égalités  (3)  définissent  la  corres- 
pondance entre  une  snrface  non  développable  z  =  f(x^y) 
et  sa  polaire  réciproque  relativement  au  paraboloïde 

x*-hy* 


z  = 


•1 


On    peut    dire  encore   qu'étant    donnée   une    surface 
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z  =/{x,y)  (non  développable),  la  condition  pour  que 

le  plan 

(4)  z  =  xX-hyY  —  Z 

soit  tangent  à  cette  surface  s'exprime  par  une  certaine 
condition  Z  =  F(X,  Y).  Les  deux  fonctions  z  =J\x^y) 
et  Z  =  F(X,  Y)  satisfont  aux  relations  (3). 

Si  Ton  prend  comme  quadrique  directrice  non  plus  le 
paraboloïde  2.3  =  ^^-+-y^,  mais  la  sphère 

a^î  _l_yï  _l_  ^2  ^_  I  —  o; 

ou  encore,  si  l'on  prend  l'équation  du  plan  tangent  non 
plus  sous  la  forme  (4);  mais  sous  la  forme 

les  deux  fonctions  z=^f{x^y)  et  Z|  =  F|  (X,,  Y|)  se 
déduisent  l'unp  de  l'autre  par  les  formules 

A,=   T- T- >  Il  = 


dz  dz  dz  âz 

/oy   /       ox      "^  oy  dx      '^  ày 


àz  dz 

X  3 — \-y z 

àx  ày 


cl  les  formules  réciproques.  On  peut  effectuer  Ja  transfor- 
mation (3)'  en  effectuant  d'abord  la  transformation  (3), 
puis  la  transformation  homographique 

Problème  n*"  47. 

Appliquer  la  même  transformation  à  V équation  li- 
néaire aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 

A(^,r,  ^)  ^  +  B(a7,^.  ^)  ^  H-  C(ar,jr,  z)  =  o. 


DEUXIEUE   PARTIE. 


Considérons  d'abord  une  équation  quelconque  du  pre- 
ier  ordre  ;  elle  renferme  au  moins  une  des  variables  p,  q, 
lit  j9,  et  l'on  peut  l'écrire 

s)    z~px  —  qy  =  g{x,y,p,q)        ou       p  =  g{x,y,q), 

livant  qu'elle  dépend  ou  non  de  z  explicitemenL  Si  l'on 
iplique  la  transformation  de  Legendre,  l'équation  de- 


Z  =  ff  (  P,  Q,  X,  Y)        ou  bien        X  =  j(P,  Q,  Y). 

Mais  on  ne  peut  introduire  cette  transformation  qn'au- 
nl  que  les  surfaces  z  ■=  f(^x,y)  définies  par  (a)  ne  sonl 
is  toutes  développa  blés.  Montrons  que  toutes  les  équa- 
jns  (a),  qui  ne  définissent  que  des  développa  blés,  sodI 
:  la  forme  G[/»,  q-,{z  — px  —  5'7')]  =  o.  En  effet,  diffé- 
ntions  la  première  équation  (a)  (le  même  calcul  s'a ppli- 
lerait  à  la  seconde)  ;  il  vient 


-^■"-l*-!*-!" 


»*-^"'î  =  ï.*'+K*+S*-2''ï. 


Pour  que  toutes  les  surfaces  définies  par  (a)  soient  àt- 
loppables,  il  faut  et  it  suffit  que  la  relation  rt — s"-  =  o 
it  «ne  conséquence  des  deux  précédentes,  c'est-à-dire 
le  ces  deux  relations  entraînent  les  suivantes  : 

àg 

-  =  '  =  —• 
s  ~'t~  ^' 

ày 
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A  or  Aer 

l'équation  r  -^  —  s  ^  =  o  doit  donc  se  confondre  avec  la 
première  relation  (6),  ce  qui  n'est  possible  que  si  -~  est  nul  ; 

on  voit  de  la  même  manière  que  -^  doit  être  nul.  Il  faut 

donc  que  g  ne  dépende  pas  de  ;r,y;  cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  les  condi- 
tions (b)  donnent 


s 


•   (I-) 


Il  est  facile,  d'ailleurs,  d'intégrer  l'équation 

Elle  admet,  en  effet,  une  intégrale  complète  formée 
d'une  famille  de  plans  à  deux  paramètres,  à  savoir  :  la  fa- 
mille des  plans  z=PqX-\~  q^y -^  g{pQ^qQ)^  qui  enve- 
loppent une  surface  S,  solution  singulière  de  l'équa- 
tion (a).  La  transformation  de  Legendre,  appliquée  à 
l'équation,  donne  seulement  Z  =  ^(X,  Y),  équation  de 
la  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  au  paraboloïde 

z  = • 

2 

Pour  l'équation  p  =  g(g),  les  plans 

«  =  ê^(Ço)^  ■+-  Çoy  -+-  const. 

sont  parallèles  aux  plans  enveloppes  d'un  cône,  ou  paral- 
lèles à  une  droite  fixe  dans  le  cas  particulier  où  g{q)  est 
de  la  forme  a  -f-  bq. 

Ces  équations  G[p,  q,  {z  — px  —  Çy)]  =  o  sont  les 
analogues  de  l'équation  de  Clairaut. 

Arrivons  maintenant  à  l'équation  linéaire 

(c)  A( x,yy  <«)  ^  -*-  B(a?, j^.  -5)  ~  +  C{x,y,  z)  =  o. 


DEUXIEME 


Dans  le  cas  particulier  où  A^a:c  +  p,  B^^a^j'  +  f 
=  —  aa  -h  S,  l'équation  est  de  la  forme 


rentre  dans  la  classe  précédente.  Dans  tous  les  autres 
.,  la  transformation  de  Legendre  est  applicable  et  donne 

I  A[P,Q,(PX-i-QY-Z)]X-i-B[P,Q,(PX-hQY  —  Z)IY 
i      -t-C[P,Q,(PX-t-Q\— Z)]  =  o. 

Ed  particulier,  quand  s  ne  figure  pas  explicitement  dans 
,  on  a 

A(P,Q)X  +  B(P,  Q)Y+C(P,Q)=o. 

La  transformation  de  Legendre  ramène  donc  une  équa- 
n  de  la  forme  (e)  à  la  forme  linéaire.  11  en  est  de  même 
HT  l'équation 

A(P,Q)X  +  B(P,Q)Y-(-G(P,Q)Z  +  D(P,  Q)=o. 

Par  exemple,  s'il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

Z  =  PQ , 

écrit  cette  équation 

Z  —  PX  -  QY  =  PQ  —  PX  -  QY, 

en  appliquant  la  transformation  de  Legendre,  on  trouve 

l\  faut  intégrer  le  système 

dx  _dy  _      ds 

X   ~  y  ~  xy-\-z' 

La  première  équation  donne  j^i=  ix'y  on  a  ensuite 
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qu'on  rend  homogène  en  posant  x^  =  ^  et  qu'on  intègre 
ensuite  en  faisant  ^  =  u^.  On  trouve  ainsi 

V  Q  Z  —  XY 

X  ^  X 

L'intégrale  générale  de  (2)  est 


Z'=ixy  -\- 


"(i) 


ç  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  on  a 

x=P=rH-<p(j)-î?'(5). 

OU  encore,  en  posant  xy  =  «*,  -  =  p', 

X  =  wp  -t-  *(p) ^—  > 

La  fonction  Z(X,  Y)  ainsi  définie  est  l'intégrale  géné- 
rale de  (i). 

Problème  n""  48. 

Intégrer  ^équation  aux  différentielles  totales 
(i)        {cy  —  bz)  dx  -\-  (az  —  ex)  dy  -\- {bx  —  ay)  dz  =  o, 
et  V équation 
(a)       {y^-^ yz  -\-  z^)  dx  -^  {z^  '\- zx '\-  x'^)dy  -^  {a^-^r  xy  -T- }^)dz  ^  Q, 
L'équation  (i)  équivaut  aux  diux  équations  d  stinctes 
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Ces  deux  équations  admettent  une  intégrale  dépendant 

d'une  constante  arbitraire,  si  les  deux  valeurs  de  ,    ,    >  dé- 

'  ^         oxoy 

duites  de  (3)  et  exprimées  en  x^y^  z  coïncident-  Or  on 
trouve,  en  diflférentiant  par  rapport  à  ^  la  première  équa- 
tion (3), 


d^z 


—  (c—b  ^j{bx^ajr)  —  a(cy  —  bz) 


dxdy  {bx  —  ay)'' 

—  c{bx  —  ay)  —  a{cy  —  bz)  —  b{az  —  ex) 

""  (bx  —  ayY 

On    trouverait  de   même   ,    >    ^  o,  d'après  la    seconde 

équation  (3);  le  système  (3)  admet  donc  une  intégrale 
dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Pour  trouver  cette  intégrale,  intégrons  d'abord  la  pre- 
mière équation  (3);  le  système 

dx  — dz  ^  __ 

bx  —  ay  "  cy  —  bz  dx  "^ 

donne  aussitôt 

cy  —  bz  .    . 

tirons  z  de  cette  équation  et  portons-le  dans  la  seconde 
équation  (3);  il  vient,  toutes  réductions  faites,  pour  dé- 
terminer ç  (y), 

(6a?  — «7)»^  =  o, 
donc 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

cy  —  bz  ^  ^ 
bx — ay 

On  peut  procéder  d'une  façon  plus  symétrique  de  la 
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manière  suivante  :  on  sait  qu'étant  donnée  l'équation 

Adx  -h  B  dy  -h  Cdz  =  Oy 

pour  laquelle  la  condition  d'intégrabilité  est  identique- 
ment vérifiée,  on  peut  employer  comme  système  auxi- 
liaire le  système 


(4) 


dx       ^        dy  dz 

dz        dy        dx        dz        dy        dx 


et  si  a  =  g{x^y^z)^  p  =  h(x^y^  z)  sont  deux  intégrales  pre- 
iTiières  de  (4),  îl  faut  intégrer  l'équation  du  premier  ordre 


(5) 


ou 


M<fa-4-Nc?p=:o, 


-p^ 


-«l-xâ 


[a,  ^f  X  étant  pris  comme  variables,  au  lieu  de  x,y,  z, 
et  X  s'élirainant  de  (5)]. 

En  appliquant  cette  règle  à  l'équation  (i),  il  vient 

dx  __  dy  __  dz 
a    ~~    b    "    c 
et,  par  suite, 

ex  —  az  =  OLy        bx  —  a^=P; 
puis,  en  prenant  a,  p,  x  comme  variables,  on  trouve 

(cy^bz)dx^<,(^-dx^^^-^^{^ldx^^^=.o, 

ad^  —  prfa  =  o, 
ex  —  az 


ou 
donc 


a 


bx  —  ay 


=  G. 


Quant  à  l'équation  (2),  on  vérifie  encore  aiisément  que 
la  condition   d'intégrabilité  est  remplie  identiquement. 
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Pour  intégrer  cette  équation  d'après  le  dernier  procédé, 
formons  le  système  (4)  qui  est  ici 

dx     __     dy     ^     dz 

z  — y  "  z  —  X  ''y  —  z* 

on  trouve  aussitôt,  en  ajoutant  terme  à  terme,  ou  en  mul- 
tipliant (avant  d'ajouter)  les  deux  termes  des  trois  rap- 
ports par  x^y^  z  respectivement  : 

Si  Ton  prend  a,  p,  x  comme  variables,  l'équation  (2) 

devient 

(a* -h  ^) da  —  dd}  =  o, 
ou  bien 

Brfa  — arfS  a 

dd,  ■+• =  o,         a  —  -  =  coDSt. 

a*  a 

L'intégrale  cherchée  est 

xy-^yz-^zx  __  ^ 
x-^y-^z     "" 
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APPUCATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL  A  LA  SOLUTION 

t 

DE  DIVERSES  QUESTIONS 
RELATIVES  AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES. 


Problème  n«  I. 

Trouvfer  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour^ 
bure  est  une  fonction  donnée  de  l'angle  a  que  fait  la  tan- 
gentcà  la  courbe  av^ec  une  droite  fixe. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  a:,  et  soit 
On  a  les  formules 

0  =  —»      dxz=dscosaLy     dy^idssxviai 

on  en  déduit 

rir=/(a)cosaû?a,     rfy  =/(a)sina^a 

et  en  intégrant  et  désignant  les  constantes  arbitraires  par  x^ 

etjo, 

(i)        X  —  ,T^z=zff{^(i)cosaLda.^     y — ro=^f/(oi)sin3tdoL. 

On  voit  que  toutes  ces  courbes  s'obtiennent  en  transpor- 
tant Tune  d'elles  parallèlement  à  elle-même  5  ayant  x  etj 
en  fonction  de  a,  on  pourra  construire  la  courbe. 

T.  —  Rec.  l5 


^    • 
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APPLICATIONS. 

I®  y  (a)  =  «  5  les  formules  donnent 

X — x^=.afma,    jr — /•=  —  «coscr, 
d*où 

On  trouve  donc  une  circonférence  de  rayon  a,  placée 
d'une  façon  quelconque. 

2°  y(a)= -T-j-5   en   appliquant  les  formules   (i),    on 

trouve 

/cosa    _  a 

sin'a  2  sm'a 

-— -  =~ûcota; 
sin'a 

éliminant  a,  on  a 


(/—/•)'==  2^  l'^*  ™  i  ~  "^j 


équation  d*unc  parabole  de  paramètre  «,  dont  Taxe  est  pa- 
rallèle à  OX. 

3°  fioL  )  =  — --  :  ne  tenant  pas  compte  des  constantes  x^ 

etj^Oî  nous  avons 


X 


J  cosa  ^  \4         2/ 


/sin  a    ,  a 
i-rfar 
ces' a 


cosa 
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On  en  déduit 

(TT        a\ 
4  2/ 

,  /  f     _f\       I      ^ 


cosa       a 


On  a  donc 


a  /  î        -f\ 


^  2 


équation  d'une  chaînette  dont  l'axe  est  perpendiculaire 
sur  Ox. 

a  =  afé^  cos  a  r/a ,     yzzz  ajd^*  sin  a  </« , 
ou,  en  effectuant  les  intégrations, 

X.  = ^  (mcosoL  -H  sin  a),     r:= (msina  —  cosa); 

passant  aux  coordonnées  polaires  /*  et  d,  nous  ayons 

^^  tang«-~ 

r=--, =>      tango  = =  tang(«  — /); 

Vï-^'»'  iH-ltanga 

en  faisant 

w  =  cot/, 

on  a  donc 

et  par  suite 

r  =  a  sin  /^l'+O,     r  =  «  sin fV'^*'  i?***^**, 

équation  d'une  spirale  logarithmique. 

i5. 
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/(.)  =  ».: 

x=.aJ'aco&ada,     /  =  ei_/"«sînarf«; 
itégrant  par  parties,  on  a 

y«cosa(/«=      asinsi  +  cose, 

y»  RinB<fc(  =  —  acosa  -i-  sina 

jr=:*ico8<i  4-iiasinB, 


lurbe  est  une  développante  de  cercle.  Soient,  en  efict 
.  3a),  la  circonférence  OA  de  rayon  a,  BOA  =  a,  la 


ente  BM  égale  à  l'arc  AM,  .r  et  j  les  coordonnées  du 
t  Mi  on  a,  pourx  et  y  y  les  expressions  trouvées  précé- 
ment. 
'/(«)  =  a  sina: 


)■  =  afsin'ada^  y  (ai 
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Soit  2a  =  |3,  nous  aurons 


a      '  ^,  a 


X  = -j{i  "  co^P\    7  =  j(P  — sinp). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  a  engendrée 
par  un  cercle  de  rayon  y  9  roulant  sans  glisser  sur  Taxe  des  j^ 
7**  f{^)  ^^  ctûnmoL  : 

-  r=  /cos  a  sin  m  a  £/a, 
a       *^ 


y 

a       *^ 


ou  bien 


—  =      ysin(i  + /72)a  Ja — ysin(i  —  m)adx, 

2  Y 

~-  = — ycos(i  -f-  m)(ifioL  -+-yco8(i  —  m)adx; 

J?  =  —. r  cosfi  —  m)a. ; cosfi  -f-  m)cr., 

2(1  —  /»)        '  '  2(1  -H  m)        ^  ^ 

(2)     {  ^  ^  '  ^ 

r  =  — r- r  sin- 1  —  m)a. ; sinfi  4-  m)a. 

2(1  —  m)        '  '  2(1 -h  m)        ^  ' 

Je  dis  que  cette  courbe  est  une  épicycloïde.  Supposons 
d* abord  /n<i,  et  faisons  rouler  le  cercle  O'  de  rayon 


R'=  — ^ extérieurement  sur  le  cercle  O  de  rayon 

2(1  -h  /w)  .  "^ 

^  ;  nous  aurons,  pour  les  coordonnées  du  point  M, 


|.  am 


X  =  (R  -4-  RM  ces  ^  y'  -  R'cos  ^'T^  ff\ 

R  R 

Y  =  (R -h  R')  sin  ^  ç' -  R' sin  ^^  ,',  . 
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I,  en  remplaçant  R  et  R'  par  leurs  valeurs, 


a(l-,n)- 


1^1. 


Soit  a  (^^-  3^)  l'angle  CTx  que  fait  la  tangente  à  ré|H- 
Fis-  Î3. 


a(.-^) 


Cos(l  — m)a— - 


C0S(1  +»ï)a, 

sin  i  +  m)a. 


e  sont  les  formules  trouvées  précédemment. 
Soit  maintenant  wi  ]>  i ,  nous  avons 


COs(m  —  r)a 


-  cos(m+  l)a, 


Je  dis  que  cette  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée 
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par  un  point  d'une  circonférence  O'  de  rayon  R'=  •^. — ^j-t' 

roulant  à  Tintërieur  d'une  circonférence  fixe  O,  de  rayon 

1^           ma 
K  =  — • 


nt'  —  f 


On  a  en  effet  (Jig.  34),  pour  les  coordonnées  du  point  M, 

X  — (R--R')cos-—  y'-f-R'cos  — ^^ — ff', 

R  R 

Y  =  (R  ~  R')  sin  ^  (p'-  R'  sin  ^~^'  /, 

R  R 


OU,  en  remplaçant  R  et  R'  par  leurs  valeurs, 


X  = 


Y  = 


a 


2(/w4-  l) 


a 


2(/n4-i) 


co$(m  -f- 1) 


a 


2m       2(m  —  i) 


cos(in  —  i)  -^> 


? 


sm(m  -f-  i)  -^ 


a 


2/»       2(/w  —  i) 


sin( 


m 


2/72 

I    -^: 

^  2/W' 


a  étant  Tangie  que  fait  la  tangente  à  Tépicycloïde  avec  Ox^ 
on  trouve 


2m 


a 


et  l'on  voit  que 


X  — —  ^    et    Yn=— 7. 


Donc  la  courbe  est  bien  une  épicycloïde. 
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8«  /(«)  =  __^__y  On  aura 
(i  —  ff^cos'a)' 


jr 


/cosadcf.                   /*            ^sîna 
1  =p  I r 
(i  — e'cos'a)'          J  (i  — e»4-^*8in*a)* 

=  P    /  l=-P    1  1' 


et,  en  intégrant,  il  viendra 


p  sina 

X  —  J?,  = rrr^, 


cosa 


On  lire  de  là 

(l  -  £?»)  (X  -  X,)'+  (X  ~r.)*=r  --^, 

équation d*une  ellipse  si  e  <^  i  ;  son  grand  axe  est  parallèle  à  la 
droite  fixe^  les  longueurs  des  demi-axes  sont  -  et 


—  ^'      yfT^^ 


Problème  n»  2. 


Tromper  les  courbes  dans  lesquelles  la  longueur  de  l'arc, 
compté  à  partir  d'un  point  fixe,  est  une  fonction  de 
V  angle  a  que  fait  as^ec  une  droite  fixe  la  tangente  à  l'ex- 
trémité de  l'arc. 

*  =  ?(«); 

on  en  tire 

ds  =  f^' [x]d(i,     p  =  y'(a)  =/(a). 
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On  rentre  dans  le  problème  précédent^  on  verra  ainsi  que 
s  T=aa,  donne  un  cercle  de  rayon  a; 


s      atangse 

« 

une  chaînette  ; 

s       ae^^ 

» 

une  spirale  logarithmique; 

s  —  — 

2 

u 

une  développante  de  cercle; 

s=:a  cosa 

» 

une  cyclolde; 

s  =  acosmx 

» 

une  ëpicycloldc. 

Problème  n^  3. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure  est  une  fonction  donnée  de  l'arc  compté  à  partir 
d'un  point  fixe. 

L'équation  p  =zf[s)  est  du  troisième  ordre,  car  elle  con- 
tient une  intégrale  s  =  1 1/  '  "^  ;^  ^-^î  qu'on  ne  pourra 

faire  disparaître  que  par  une  diSerentiation,  ce  qui,  avec  rfp, 

introduira  j^'''.  L'intégrale  générale  devra  donc  renfermer 

trois  constantes. 

ds 
A.  cause  de  p  =  -^^  j  il  viendra 
'         ax 

ds 


da  = 


d'où,  en  désignant  par  a^  une  constante, 


r  ds 


une  fois  l'intégration  effectuée,  on  tirera  de  l'équation  pré- 
cédente s  en  fonction  de  sr,  et  l'on  rentrera  dans  le  dernier 
problème. 


a34 

A.PPLICATIONS. 

i"  a(p  —  a)  =  s^  ««/(■')  —^~^  2' 

/ds  s 
-;^arctang- 

*  =  atailg(a—  a.}; 
courbe  est  donc  une  cKalnettc. 

a"  /)  =  ms  ou  /(s)  =  ms  : 

courbe  est  donc  une  spirale  logaritbmitjue. 
3°  p'4- J'  =  «'  ouy(j)  =  y'a'  —  s'  : 

a  —  a,  =  I  -^zr^  ;::::  arC  ElO  -  : 

J    y/a'  — s'  1 

J=;asin(a  —  a,); 
courbe  est  donc  une  cycloïde. 


I     r      A a 


courbe  est  donc  une  cpicycloïde. 
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5®   p*=  20^,  J{s)  =  ^^20^  : 

t 

r  ds         11 

«  —  «»=/    -7=  =  V/  "' 

J   s[%as        V   ^ 

la  courbe  est  donc  une  développante  de  cercle. 

iProblème  n»  4. 

Tromper  une  courbe  telle  que,  si  on  lui  mène  une  nor- 
maie  en  un  point  quelconque  M,  laquelle  rencontre  Ox 
en  P,  le  lieu  du  milieu  de  MP  soit  la  parabole  y*  =  ax. 

Soient  x  et j^  les  coordonnées  du  point  M;  oti  et  ji  celles 
du  milieu  de  MP  5  on  a 


2    dx 

7i  —  ir» 

jr]  __  axi  ; 

il  en  résulte 

—  4  -^  ~^-     . 

a                       dx 

ou  bien 

• 

dx         a 

c'est  une  équation  iinéaire,  relativement  ^^  J^\  intégrant 
par  la  formule  connue  et  désignant  la  constante  arbitraire 
par  Cy  il  vient 

X 

Il  est  à  remarquer  que  Tune  des  courbes  ainsi  obtenues 
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)  parabole 

t  même  axe  que  la  proposée  et  un  paramètre  qua- 
.le. 


rouifer  les  courbes  telles,  que  l'ordonnée  à  l'origine 
i  tangente  soil  égale  à  kx'"y''. 


:  une  équation  de  Bemoulli  \  on  peut  l'écrire 


itégrant  cette  équation  linéaire,  il  viendra 

que  m  +  /(  ^  I ,  il  faut  prendre 

r-=a'-"[C-X[,-;i)bg^]. 
iiand  on  fait  ni  =  o,  h  =  a,  l'équation  {i)  donne 


l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  soDt 
Hèles  aux  axes  coordonnés. 
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on  trouve  donc  une  série  d'ellipses  ou  d'hyperboles  ayanr 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  axes  Ox  et  Oy^  et  tangentes 

aux  droites  j^  =  dtz.  ^. 


Problème  n«  6. 


T'rouifev  une  cowbe  AM  telle,   que  l'abscisse  Xx  du 
centre  de  gras^ité  G  du  segment  compris  entre  Vaxe 


Fig.  35. 

y 

/ 

r 

À 

«G 

c 

»       Q 

p 

m 

de  or,  Vaxe  des  y^  la  courbe  et  l'ordonnée  variable  MP 
soit  une  fonction  donnée  f(x)  de  l'abscisse  x  du  point  M. 


On  a 


on-  en  tire 


I       jcjr  dos 
I      jrda: 


Jxydx-=if[x]  I 
0  *^o 


ydx 


et,  en  difierentiant, 

t/O 


itiant  de  nouveau,  nous  avons 

■<r»-/(^)_  .r      d,-/M'i 
■'■'   /'M    ^'^l     -1'  /'(')   J' 

ables  se  séparent  immédiatement  : 

■"-  f'M    ...     '"  /•(■') 


;rant  et  désignant  la  constante  arbitraire  para,  nous 

mple.  —  f(^)  =  a",  =:  ftj;. 
;rouve 


p*=3,ona 

été  connue  du  centre  de  gravité  du  triangle. 

-  donne 

2  __  (,  „  î. 
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%== 


-p  donne 
5 


X=ib>Ja:, 


parabole  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  tangente  à  l'axe 
desj^^  on  a  donc 

'"5 


«j  =  -^. 


k=^  -j  donne 
4 


X  z=z  bx^. 


parabole  ayant  son  sommet  à  Toriginc,  et  tangente  à  Taxe 

desj^5  on  a  donc 

3.r       ^ 

dans  le  cas  actuel. 


Problème  n<»  7. 

Troui^er  une  courbe  AM  telle^  que  l'abscisse  Xi  du 
centre  de  gravait é  de  l'arc  compris  entre  un  point  Jïxe  A 
{Jig»  36)  et  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  soit 

Fig.  36. 


M 


0       V 


X 


proportionnelle  à  l'abscisse  x  du  point  M. 
On  aura 


X'v^ 


=  kx 
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bien 

difiTérentiant,  il  vient 

(-')V^='XV^^' 

ërentiant  de  nouveau,  on  a 
égrons,  et  nous  aurons 


'ious  sommes  ainsi  conduit  à  une  dilTérentielle  binôme; 
is  pourrons  intégrer,  quand  nous  aurons,  en  appelant 
t  q  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 

I—*  1—*         I 


c  —  an 
y 
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c'est-à-dîre 

^  =  -£ ou       k=i  -r • 

4^  -h  ï  4^  "+"  ' 

En  faisant,  par  exemple,  /?  =  —  i ,  nous  avons 

C 
équation  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  -^ 

dont  le  sommet  est  à  l'origine,  la  base  étant  parallèle  à  O/. 

Problème  n»  8. 

Trouver  une  courbe  telle,  que  le  segment  intercepté  sur 
l'ajce  des  x  par  la  tangente  et  la  normale  ait  une  lon- 
gueur constante  ia. 

dx 

L'abscisse  à  l'origine  de  la  tangente  est  x — y  •i^'»  celle 

de  la  normale  est  oc -\- y  —\  on  aura  donc,  pour  équation 
différentielle  de  la  courbe, 

l dy        dx\ 


OU 


bien 


(dx \  *  dx 


d'où 


On  en  tire,  en  intégrant. 


a:  =  a  log qp  \^a}  —  J^  *  -h  const.; 

mais  il  est  plus  commode  d'introduire  une  variable  auxi- 
liaire. Nous  choisirons  l'angle  a  de  la  tangente  avec  Ox\ 
T.  —  Rec.  16 
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nom  poserons  donc 

équation  (i)  donnera 


13  aurons  ensuite 
bien 


(/«=;  2ai- sia2ajdx; 

intégrant  et  supprimant  la  constante,  en  trau^^r  tant 
axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  il  viendra 

iiT^dlogaiii'a  —  aasin'a, 
j-  =  isin2«; 

prochons  la  valeur  dej,  mettons  en  regard  ^  «t  j-  ' 

(lie  _  2acosacos2z 
dZ  ~  siiûi  ' 

is  avons  [Jîg.  37)  tout  ce  qu'il  faut  pour  construire  la 
rbe. 

ng.  37 


o,  X  =■  —  «?  )  J  =  o,  la  courbe  est  asymptote 


l 

s 
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à  Taxe  des  x]  -r  ^^-f  sont  positifs;  xely  vont  en  crois- 
sant,  tant  que  a  est  plus  petit  que  y  ;  nous  obtenons  ainsi 

la  branche  AB.  Pour  a  plus  grand  que  4>  a:  et  j^  vont  en 

décroissant  ;  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a  une  nou- 
velle branche  de  courbe  située  au-dessous  de  la  tangente  BT  ; 
le  point  6  est  donc  un  point  de  rebroussement  de  première 

espèce.  Pour  a  =  ->  j^  =  o,  le  changement  de  a  en  tt  —  a 

ne  modifie  rien  à  la  valeur  de  x,  tandis  que  y  change  de 
signe.  La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Oo:; 
nous  obtenons  ainsi  toute  la  courbe  ABCB'A. 

Proposons-nous  de  trouver  Taire  U=  ABCB'A  5  nous 
aurons  d* abord  à  former  j^rfx  5  nous  trouverons 

_  2a'sin2acosacos2a   ,         /  ,  , 

y d.x  z=: : aoL  =  ào' COS'a COS 2 a rfa, 

sma 

et  la  valeur  de  U  sera 


TT 

■i-U  =  /      4^'cos'a  cos2a^a  —  aireBCD, 

•/o 

±1]  z=  j      4^^<^s'aC0S2ac?a -h   1      ^a^cOS^0iCOS2ctdx, 
Jo  Jiz 

4 

TT 
2 

C0S^aC0S2afi?a 


TT 


1  4-  2  COS  2  a  +  cosaa  «2«  = » 

'  2 


'  V'-  'Çr«ï 
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Cherchons  la  longueur  S  de  l'arc  BCB'j  on  a 


2acos2a  . 

dsz=i ; doL, 

siDa 


7t 


|S  =  —  2^  J      ^-A^  —  2  sinaj  di.  =  2a[v^—  log(v/ï  4- 1)], 

4 

S  =  4^  [v/2  —  log(v/2  -h  l)]. 

On  a  enfin,  pour  le  rayon  de  courbure, 

2acos2a 

"  sina 


Problème  no  9. 

Trouver  les  courbes  telles  que  les  portions  de  leurs  nor- 
males comprises  entre  les  axes  Ox  et  Oj  aient  une  lon- 
gueur constante  L 

Soit  p  =  -j-\  Téquation  de  la  normale  est 
les  segments  qu'elle  intercepte  sur  Ox  et  Oy  sont 


on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


.r-^pX,      i — ^ 

P 


{^'^pxYI^^-^^)  =  ^, 


(i)  ;r4-/?r— —  ^ 


v/i  -^p' 


C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  x  et  y^  on  sait 
intégrer  une  telle  équation.   DiiTérentions  et  remplaçons 


I 
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dx  par  — >  et  nous  trouverons 
P 

^  ^_  __P_     ^  __^ 

dp       n-»»*^       ,  ,4' 

Nous  savons  que  Tîntégrale  générale  de  cette  équation  li- 


f  • 


neaire  est 


Téquation  (i)  nous  donnera  ensuite 

(/^C)/>    .  Ip        _ 


V'i -+-/>» 


2(1+/.')» 


Soit  p  =  tanga;  a  sera  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe 
des  x\  les  expressions  de  a:  et  j^  deviendront 

xzrzl sina  H —  sina cos^a  —  C sina, 

y  •=. cos*a  -+-  C  cos«. 

2 

Nous  avons  donc  x  etj^en  fonction  de  la  variable  auxi- 
liaire a  :  nous  pourrons  construire  la  courbe;  toutes  les 
courbes  obtenues  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  C 
toutes  les  valeurs  possibles  sont  des  courbes  parallèles; 
car,  en  faisant 

Xo  =  /sinaH — sinacos^a,     JTo^ cos'a, 

2  1 

on  a 

;r=:ar,  -f-CcoslaH J>      jr=:jro  +  Csin(a+-j> 

ce  qui  exprime  que  le  point  x,  y  s'obtient  en  portant  sur 
la  normale,  au  lieu  du  point  Xo,  y^^  une  longueur  con- 
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stante  G.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  discuter  Tune 

des  courbes  (a),  obtenue  en  donnant  à  C  une  valeur  par- 

3/ 
ticulière^  nous  prendrons  C=-7->  et  nous  trouverons 


(3) 


On  en  tire 


il  en  résulte 


or  =  -Q-  sma  4-  5  sm 3 a, 
o  o 

3/  /       - 

jr  =  -TT-COsa  —  ^cosoa* 


dx       3/ 

-;-  =  -7-  cos2a  cosa, 

act         4 

dx        31 

-7—  =  -7-  C0S2  a  sma ; 

da,         4 


ds        31 

-p  =  -7-  ces  2  a. 

aa         4 


Soit  p  le  rayon  de  courbure  5  on  aura  donc 

3/ 
4 


3/    .        /  7r\ 

-;-  cos^a  =  -7-  sina  1  a-H  -7  1 

4  \        4/ 


D'après  le  n°  7  du  problème  1,  troisième  Partie,  on  voit 

que  la  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point 

3/ 
d'une  circonférence  de  rayon  -^  roulafit  à  l'intérieur  d'une 

circonférence  de  rayon  -;  donc  cette  épicycloïde  et   ses 

courbes  parallèles  donnent  la  solution  générale  du  pro- 
blème proposé.  On  peut  dire,  sî  Ton  veut,  que  toutes  ces 
courbes  sont  les  développantes  d'une  même  épicycloïde. 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  •,  car  la  normale  de  la 
courbe  cbercbée,  ayant  une  longueur  constante  comprise 
entre  Ox  et  Oj^  est  toujours  tangente,  comme  Ton  sait,  à 
une  épicycloïde;  cette  épicycloïde  est  donc  la  développée 
des  courbes  cherchées,  et  Tune  de  ces  courbes  sera  elle- 
même  une  épicycloïde. 
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Problème  no  10. 

lYoui^er  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  dia- 
mètres,  aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  soient 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

Prenons  cette  direction  pour  axe  des  x,  Soitj^=y  (jr 
l'équation  de  la  courbe  cherchëe;  nous  avons  vu,  pro- 
blème 32,  première  Partie,  que  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  au  diamètre  au  point  x,  y^  où  il  rencontre  la 

courbe,  ^^xf\x) 'fnrr\\  nous  devons  donc  avoir 


/       • 


ce  qu  on  peut  écrire 


Multipliant  par  dx^  intégrant  et  désignant  la  constante 
arbitraire  par  loga,  il  vient 


ou  bien 


log/''(4:)  =  31og/'(.r)-loga 


Multiplions  encore  par  dx^  intégrons  et  désignons  la  con- 
stante par  &,  et  nous  aurons 


"«^:'7, 
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On  en  conclut,  en  désignant  par  c  une  nouvelle  constante, 


(y  —  cY=:  2a[b  —  x). 

C'est  l'équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à 
Ox]  dans  ce  cas,  tous  les  diamètres  sont  rectilignes. 

Problème  no  il. 

^  Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  dia- 
mètres, aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  passent 
toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  ce  point  pour  origine;  Téquation 

» 

devra  être  vérifiée,  quel  que  soit  x^  quand  on  y  fera  X=:^  o, 
Y  =  o.  On  aura  donc 

Multiplions  par  dx  et  désignons  la  constante  par  log^,  et 
nous  aurons 

31og[V(^)  -/(.r)]  =  log/'(x)  -  loga, 
■        «[-/'(x)-/(^)J'=/«'(.r). 


ou  bien 


ax 


k/'(-r)  -/(x)? 
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Intégrant  de  nouveau  et  appelant  b  une  constante,  on  a 

a.T^  —  b  —  I 

■~"5~-2[x/'(^)-/{^)]'' 

^b  —  ax^ 


d''-^-^^ 


^  a^  ^b  —  ax^ 

f[x]=zcx-^x  1  

J  '' 


sjb 


ax^ 


Or    I  ==  =  —  7—  >]h  —  aô^\  il  viendra  donc 

J  x'yjb^ax^  ^^ 

(X-cxY+j^x^—^-^, 

équation  d'une  conique  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  fixe;  tous  les  diamètres  sont  donc  rectilignes. 

Problème  n»  12. 

Trouver  une  courbe  telle  que  le  coefficient  angulaire  m 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  et  le 
coefficient  angulaire  m'  de  la  tangente  du  diamètre  au 
même  point  soient  liés  par  la  relation 

mm!  =z  const.  =  —  A^, 
Nous  aurons 

/'(x)[/'W-'^]  =  -/-% 

/"(a:)  +  X>    ~  f"(x)  * 
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i^"  'ire  de  là  successivement 

[/'■W  +  «'f  =  "/"Wi 


-U-h), 


^/■-"r-^'y 


/(')-'  =  - j\/-5(—»)- 


ition  d'une  ellipse  ajanl  ses  axes  parallèles  aux  axes  de 
données,  et  dans  laquelle  le  rapport  du  petit  axe  au 
d  est  ëgal  à  h. 

Problème  ta»  13. 

'rousfer  les  courbes  dans  lesquelles  l'm-c,  compté  à 
■ir  d'un  point  Jîxe,  est  une  fonction  donnée  dey. 


a:  +  coDSl.  =  J  \l/"[ï)  —•  tdjr. 
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APPLICATIONS. 


1°  Troui^er  {fig.  38)  les  courbes  telles  que  s^=  8aj. 
Dans  ce  cas, 

/{jr)  =:2v/2âr. 


'(.)  =  s/f . 


dx 


=  \/-: 


y 


dy. 


C'est  rëquatîon  différentielle  d'une  cycloïde  dont  la  base 

Fig.  38. 


est  parallèle  à  Ox,  et  le  sommet  est  en  O,  le  rayon  du 
cercle  générateur  étant  a  *,  on  a  en  effet,  pour  cette  courbe, 


^  «.«      MP       v/AP.BP       ,  /BP 


OU 


dx 
dy 


{Y        V        X 


a°  Trousser  les  courbes  telles  que  s  =  \jy^ —  û*. 
On  a  ici 


dv 
X  —  x^ 


a 


=zlog 


y  -H  \/r'  —  «' 


</ 


tt: 
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en  désignant  par  Xq  la  constante.  Il  en  résulte 


jr  —  X0 


•^  2 


/ a(  '-^:^        '•^^\ 


la  courbe  est  donc  une  chaînette. 

3°  Troui^er  les  courbes  telles  que  y  =  ae^. 
On  tire  de  là 

/(r)  =  «logf,     /'(j)  =  f, 

^7 


/rr 


a:  —  aro  =  v<^  —  .)^'  —  ^  log 


a  H-  sjar  —  x^ 


La  longueur  de  la  tangente  ou  ^^-^^ — ~  est  ici  égale 

à  a  ^  la  courbe  cherchée  est  donc  la  courbe  aux  tangentes 
égales.  C'est  Tune  des  développantes  de  la  chaînette  de 
l'exercice  précédent. 


Problème  no  14. 

Troui^er  la  fonction  f  telle  que  les  trajectoires  sous  un 
angle  donné  ce  des  courbes  représentées  par  l'équation 
/•  =  Cy(0),  où,  C  est  un  paramètre  variable,  ne  soient 
autre  chose  que  les  courbes  proposées  qui  auraient  tourné 
d'un  certain  angle. 


APPLICATION   DU    CALCUL    INTÉGlUL^  253 

Pour  la  courbe 
on  a 

pour  la  trajectoire,  on  doit  avoir 

rtlQ 


I  4-  -7-  tangV 
dr 


=  tanga. 


Soit  posé 


nous  aurons 

.-^ç(9)-t 

(3)  _^__  =  tang«. 

11  n'y  a  pas  lieu  d'éliminer  C  entre  cette  dernière  équation 
et  l'équation  (i),  puisque  C  a  disparu  de  lui-même.  L'équa- 
tion (3)  donne 

rd^ I  -h  (p(9)  tanga 

dr  y(ô) — tanga 

OU  bien,  eu  posant 

(4)  y(ô)=:tangtKô), 

nous  trouverons 

~  =  tang[,K0)-a]^O, 

et,  en  intégrant  et  désignant  par  C  la  constante  arbitraire, 

(5)  r=:C'<?/i*"«l'i'C') -•]*''. 
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L'équation  (5),  où  C  a  une  certaine  valeur,  doit  représenter 
une  des  courbes  proposées,  qui  aurait  tourné  d'un  certain 
angle  i\  nous  aurons  donc 

CV*"«l'l'(*)-«]*''  =  C/{e  -h/); 
d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

taiig[^(9)  -  a]  =  ^j^^  =_^(9 -*- 0  =  tang[^(e -4- 0]; 
nous  avons  donc 

(6)  •    4;(Ô)-a=4,(ô-h/); 

Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  6,  avec  des  valeurs  déterminées  de  a  et  de  i,  est  satisfaite 
quand  on  prend  pour  ^{B)  une  fonction  du  premier  degré 

fi     Q 

en  0'^  nous  prendrons  tj;(0)  =  — 9  60  et  m  étant  des  con- 
stantes^ l'équation  (6)  donnera 

a= , 

m  m 


d'où 


i 
et  =■ — 9       iz=zmcK,\ 
m 


l'équation  (4)  donne  ensuite 


ç{0)  =  tang 9 


m 


et  Téquation  (2) 

.     00—9 
,.  .       sin  


/(Ô)               0.^0 
^  '        ces  


En  intégrant,  nous  aurons 


log/(0)  =mlog(cos 


00  — 0 


\  m 
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d'où 


/(•)=("'^) 


in 


cos  — j  >  et  Tëqua- 
tion  (i)  deviendra 
(n)  r=c[cos^ 

APPLICATIOirS. 

1®  771  =  —  I.  L'équatîon  (7)  donne 

T-cosO  =  C, 

qui,  quand  C  varie,  représente  des  droites  perpendiculaires 
sur  Taxe  polaire. 

a*^  771  =  I .  L'équation  (i)  devient 

r=C  cos6  ; 

elle  représente  une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur 
l'axe  polaire  et  passant  par  le  pôle. 

3°  m  =2 •  On  a,  dans  ce  cas, 


y/cOS  2  0 

OU,  en  coordonnées  polaires, 

équation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères  ayant  leur 
centre  commun  au  pôle  et  leurs  grands  axes  dirigés  suivant 
Taxe  polaire. 


40  77/  =  i  : 
2 


r  =:C  v^coS2Ô; 
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on  a  ici  des  lemniscates  ayant  encore  pour  centre  et  pour 

axe  communs  le  pôle  et  Taxe  polaire. 

5°  m  = —  a  : 

C 

cos'- 

équation  d'une  série  de  paraboles  ayant  pour  foyer  et  pour 
axe  communs  le  pôle  et  l'axe  polaire. 
6"  m  =  2  : 

rz=z  Ccos*  -  =  — I —  cosO, 

2  2  2 

équation  d*une  série  de  limaçons  de  Pascal. 

Problème  n<>  15. 

Une  courbe  plane  se  meut  dans  son  plan  parallèlement 
à  une  direction  donnée;  trouver  ses  trajectoires  sous  un 
angle  donné.  Est-il  possible  de  déterminer  la  courbe  de 
façon  que  les  trajectoires  soient  égales  à  la  courbe  pro^ 
posée?. 

Prenons  Taxe  des  y  parallèle  à  la  direction  donnée  ^  l'é- 
quation de  la  courbe  donnée,  dans  une  quelconque  de  ses 
positions,  sera 

(1)  J-f->=/(:r), 

OÙ  X  est  le  paramètre  variable^  le  coefficient  angulaire  de 
cette  courbe  est  f'{x)  \  nous  aurons  donc  pour  la  trajec- 
toire, en  appelant  a  l'angle  constant, 

(2)  — =tanga. 

Il  n'y  a  pas  lieu  d'éliminer  X  entre  cette  équation  et  l'équa- 
tion (i),  ce  paramètre  ayant  disparu  de  lui-même.  L'équa- 
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tion  (2)  est  donc  Téquation  difierentielle  des  trajectoires; 

on  en  tire 

dy /'(^)  -^  tanga 

dû!        I  — /^{^)  tanga 

et,  en  désignant  par  jcx  la  constante  arbitraire,  Téquation 
générale  des  trajectoires  sera 

Prenons  pour  la  courbe  proposée 
(4)  y  +  l=ïos 


cos.r 


nous  aurons 


/(^)  =  lcg , 

/'(^)  =  tangA-, 

f'{x)  -h  tanga  ,  . 

^   ^    j;.    .  ,  =  tang  .r  4-  a  , 

i — /'(^)  tanga  ^^  ' 

et  l'équation  { 3)  des  trajectoires  deviendra 

^-h  fA=:/tang(ar4-  OL)dx 


OU 


On  voit  que  les  trajectoires  s'obtiennent^  en  déplaçant  la 
courbe  donnée  pai-allèlement  à  Taxe  des  x  et  faisant  ensuite 
mouvoir  la  courbe  déplacée  parallèlement  à  Taxe  des  j. 

Problème  n»  16. 

Za  base  d'une  cycloïde  se.  meut  le  long  de  l'axe  des  y\ 
on  demande  de  iroui^er  les  trajectoires  orthogonales  de  la 
cycloïde  dans  ses  positions  successiv^es. 

Soit  a  Je  rayon  du  cercle  générateur^  Téquation  de  la 

T.  —  Rec,  1 7 


I 

I 

1 

t 

1 

I 
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cycloïde  dans  une  position  quelconque  est 


(0 


r-+-^ 


dx^ 


OÙ  X  est  le  paramètre  variable.  Le  coeflScient  angulaire  est 

donc  i  / •»  et,  pour  la  trajectoire,  nous  aurons  l'c- 

quation  différentielle 


dy  ^  x  /?.a  — .r 

-p-  1/ =r  —  I       OU      «r== — 1/ «r. 

dx  y    7.a  —  .r  y         x 

Faisons  x  =  2  a  —  x\  et  il  viendra,  pour  Téquation  dos 
trajectoires, 

les  trajectoires  sont  donc  des  cycloïdes  égales  aux  propo- 
sées, dont  les  bases  se  déplacent  parallèlement  à  Taxe  de^ 
7,  mais  dont  la  concavité  est  tournée  en  sens  opposé  par 
rapport  à  Taxe  des  x. 

Problème  n»  17. 

Trouver  la  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de 
chacun  de  ses  points  aux  n  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier soit  égal  à  une  constante  i". 

Désignons  par  a  {Jig-  39)  le  rayon  de  la  circonférence 


circonscrite  au  polygone  régulier,  /•  et  6  les  coordonnées 
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polaires  d'un  point  quelconque  du  lieu*,  nous  supposerons 
que  Taxe  polaire  passe  par  un  des  sommets;  considérons  le 
sommet  A,-;  le  triangle  MOA,  nous  donne 


•  MAf=  /•'  -Ha*  —  2arcos 


Le  produit  de  toutes  les  expressions  semblables,  quand  i 
varie  de  zéro  an  —  i,  doit  être  égal  à  &*".  Pour  obtenir  ce 
produit,  nous  écrirons 

__.,  /  lÎK  —  nB  f .     9.11:  —  nB 

MAf  =       [r  —  a  cos a  k/ —  i  sm 

\  n  ^  .  n 

f  2/Tr  —  nO  j .     9.in  —  nB 

X  l  /*  —  <ï  cos a  J —  I  sm 

\  n  Ji 

or  le  produit  des  valeurs  que  prend  le  premier  l'acteur  est 
i'qxpression 

r"  —  û"  coswô  -♦-  û"  sin/zO  sj —  i  ; 

car,  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  a  une  équation 
dont  les  racines  sont  comprises  dans  la  formule 

T.ktc  —  «0  y .    2X'7r  —  nB 

r  z=:a  cos h  a  J-^  i  sm 5 

n  ^  n 

où  h  doit  recevoir  les  valeurs  o,  1 , . . . ,  n  —  i  ;  de  même  le 
produit  des  valeurs  du  second  facteur  qui  entre  dans  MA?  est 

r"  —  rt"  cos7i9  —  «"  sin/î6  v^ —  1  ; 

donc  le  carré  du  produit  des  distances  de  chaque  point  du 
lieu  aux  sommets  du  polygone  régulier  est 

fr" — rt''cos/i6-+-fl"sin«ô\/ — 1  )  (r"— «"cos/zô  —  rt"sin/i0  v/— i) 

L'équation  du  lieu  est  donc 

( i)  T^"  —  2 a" /^ "  cos /î 6  -+•«*"  =  ô'". 

'7- 
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Si  l'on  veut  discuter  ces  courbes,  la  formule  suivante, 
donnant  l'angle  V,  sera  très-utile  : 


(1  est  à  remarquer  que  l'expression  (i)  se  simplifie  beau- 
coup pour  &  =  (1  ;  on  a  en  eiTet,  dans  ce  cas, 
(a)  r'^za'cosnQ. 

Nous  arons  déjà  rencontré  celle  courbe  plusieurs  lois. 
Sa  podaire  par  rapport  à  l'origine  est  la  courbe 


En  appelant  p  la  distance  de  l'origine  à  la  tangente  à  la 
courbe  (  a  )  et  p  son  rayon  de  courbure,  on  a  les  expressions 
suivantes  : 


Problème  n>  18. 

Trouver,  quand  b  varie,  les  trajectoires  orthogonalei 
des  courbes  représentées  piw  l'équation 

(i)  r"  —  ia'r'coin^  +  a="=  6» 

du  problème  précédent. 

Dilléren liant  cette  équation,  on  trouve 

(f  — a"cosne)(f/-  +  <i"r8innBdB^0, 


Nous  avons  donc  pour  la  trajectoire,  en  remarquant  que  If 
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paramètre  b  a  disparu, 

rd^  a'*cosnQ  —  /" 


dr        a'^sinnQ 

ou  bien- 

dr       reos/ïO  r""*"' 


dB         sinnQ         a"sin/t6 

ce   qui   est  une   équation  de  Bernoulli  ;   nous    l'écrirons 
comme  il  suit  : 

r"         I    ncosnO  n 


dO         r"    sin  //  6  a'*  sin  n  B 

Cette  équation  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est, 
en  désignant  la  constante  arbitraire  par  —  tang/iSa- 

1  /tang/zôo        n     n    d9     \ 

—  zzzsmnBl — - — 1- 

r»  \       a"  a"  J   sm'wô/ 

OU  bien 

a" 

—  ==  sin/{d(tang/iOo  -h  cot/zO); 

on  en  tire 


(*) 


r« 


a**  coswOo 
cos/i(6  —  ôp) 


'JTelle  est  l'équation  générale  des  trajectoires. 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  toutes  les  ovales  de  Cassini  ayant  les  mêmes 
foyers,  2 a  étant  la  distance  de  ces  foyers,  il  suffira  de  faire 
n  =  a,  et  Téquation  (2)  deviendra 

^ «'COS2O, 

""  COS2(0  — ô,)' 

ce  qui  est  Téquation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères 
ayant  l'origine  pour  centre. 
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Problème  a«  19. 


Soient  (fig*  4o)  PiPfPi. .  .P«  Ï/7Ï  polygone  quelconque, 
/•j,  r,,. . . ,  /'„  les  distances  d'un  point  quelconque  M  aux 


Fig.  4o. 


sommets  du  polygone,  «i,  a,,...,  a„  /ej  angles  MPiPj, 
MPjPa, . . . ,  mj,  Wj,  mj, . . .  ,•  m„  rfej  nombres  donnés;  les 
équations 

(2)     m, a,  -t-  /?ï,a,-i-.  .  .-f-/n„art={/W|  -H  Wa-f-.  .  . -ï-  m„)0, 

représenteront  des  courbes  orthogonales,  quels  que  soient 
les  paramètres  variables  a  et  Qq, 

Soient,  en  effet,  x  ely  les  coordonnées  du  point  M,  a, 
et  bi  celles  du  point  Pi,  a^  et  b^  celles  de  Ps,...^  nous 
avons 


(3) 


(4) 


(a:  ^  a,y -]- (y  —  b,)\      rj  =  .,., 


tanga,  = 


ai  —  a,        X  —  ai 


l-t- 


rtj  —  «1   X  —  a, 


9       tanga,  rz: .  . 


Différentions  logaritlimiquement  Téquation  (i)^  en  tenant 
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compte  des  formules  (3),  il  viendra 

dx  (  /»! :^ h  /Wj ^2 H  ...  I 

-*-  dy\m^  '^ — 5 h  m, ^ h. .  .  |  =o. 

La  formule  (2)  différentiée  donne 

or,  eo  partant  de  (4),  après  des  réductions  faciles,  on  trouve 

[y  —  bx)d.T  -^  [x  —  a^)dx^ 
aoLi  =: , 

nous  aurons  donc,  pour  la  courbe  (2), 

d,%  I  m, 5 h  Wj 


^• 


(6) 


Wîa h  .  .  .  1  =  O. 

^2 


Les  équations  (5)  et  (6),  d'où  les  paramètres  variables  a 

dy 
et  60  ont  disparu,  donnent  toujours  des  valeurs  de  —  dont 

eux 

le  produit  est  égal  à  —  i  -,  donc,  quels  que  soient  les  para- 
mètres a  et  Ô09  les  courbes  (i)^et  (2)  se  coupent  toujours  à 
angle  droit. 


SUR  LES  ROULETTES. 
Problème  n»  20. 

Une  courbe  AH  [fig*  40  roule  sans  glisser  sur  une 
couiife  MG  •,  on  demande  de  troui^er  le  lieu  décrit  par  un 
point  N  invariablement  lié  à  la  courbe  mobile. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  à 
un  moment  donné,  j^  =y*(x)  Téquation  de  la  courbe  MG, 
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a  Tangle  de  sa  tangente  MT  avec  Ox;  soient  X  et  Y  les 
coordonnées  du  point  N,  r  la  distance  NM,  Y=  F(X)  l'é- 
quation du  lieu  du  point  N*,  on  sait  que  la  tangente  à  ce 


y 

Fig.  4i. 

* 

c 

"j^x^\. 

^ 

-< 

(           90«-B/N 

N  . , 

0 

T 

\ 

C 

X 

lieu  est  la  droite  NE  perpendiculaire  sur  NM^  si  P  est  Tangle 
qu'elle  fait  avec  Oj:,  on  aura 

tangp==F'(X). 

Soit  encore  A  un  point  déterminé  de  la  courbe  mobile 

Ô  =  ANM, 

0  et  /•  seront  les  coordonnées  polaires  d*un  point  quelcon- 
que M  de  cette  courbe  mobile,  dont  Téquation,  avec  ces 
coordonnées,  sera 

Nous  aurons 

X  =  .r  —  rsinp,     Y=^'-t-rcosp 

ou  bien,  en  remplaçant  y  par /(x),  Y  par  F(X),  tangP 
parF(X), 


X  =  x  — 


V/H-F"(X) 


F(X)=/(^) 


v/i-l-F'»(X) 


V  désignant  l'angle  TMN,  on  a 


tangV 


di 


=  '•?'('). 


V  =  9o''-(p-«) 
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et 

i-f-  tangptanga        i -f- F'(X)/'{a:)' 
nous  aurons  donc 


rr(X 


/ 


F(X)=/(:r)  + 


V/H-F'(X) 


Ces  formules  vont  nous  permettre  de  résoudre  aisément 
les  trois  problèmes  suivants  : 

1®  On  donne  la  courbe  fixe  et  la  courbe  mobile;  trou- 
s^er  le  lieu  décrit  par  le  point  N. 

Nous  connaissons  les  fonctions  f(x)  et  ^{r)\  si,  entre 
les  trois  équations  (i),  nous  éliminons  x  et  r,  il  nous  res- 
tera une  équation  entre  X,  F(X),  F'(X),  d'où  nous  dédui- 
rons la  fonction  F(X),  et  par  suite  Téquation  Y  =  F(X) 
du  lieu  du  point  N. 

2**  On  donne  la  courbe  fixe,  et  Von  demande  quelle 
courbe  il  faut  faire  rouler  sur  elle  pour  que  le  lieu  du 
point  N  soit  une  courbe  donnée. 

Nous  connaissons  les  fonctions /*( a:)  etF(X):  si,  entre 
les  trois  équations  (i),  nous  éliminons  x  et  X,  nous  aurons 
une  équation  entre  r  et  f'{r)^  d*où  nous  tirerons  cp(r),  et 
par  suite  l'équation  ô  =r  (j>(r)  de  la  courbe  AH, 

3**  On  donne  la  courbe  AM  et  le  lieu  du  point  N;  on 
demande  de  tr ouvrer  la  courbe  fixe  MG. 

Nous  connaissons  les  fonctions  <f[r)  et  F(X)5  entre  les 
trtis  équations  (i),  nous  éliminerons  r  et  X,  et  nous  trou- 
veras une  équation  entre  x,  f{x)  et  /'(^),  d'où  nous 
tîrerins  Téquation  j^  =/(x)  de  la  courbe  fixe. 
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Avant  de  faire  des  applicatioDS,  nous  supposerons  dans 
les  formules  (i)  que  la  courbe  fixe  se  réduit  à  une  ligne 
droite,  Taxe  des  a:;  elles  deviendront 


v/i-f-F"(X) 

Problème  n»  21. 

Une  déi^eloppante  de  cercle  roule  sans  glisser  sur  l'axe 
des  x;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  cette  courbe? 

L*équation  de  la  développante  de  cercle  en  coordonnées 
polaires  se  trouve  immédiatement  en  exprimant  que  la  dis- 
tance  d'une  normale  quelconque  au  pôle  est  constante  ^  on 
trouve  ainsi- 

rdr 
rcosV  =  «     ou  ^=  fiy 

d'où 


ou  a  donc,  en  admettant  les  notations  de  l'article  précédent, 


ar 


Les  formules  (2)  de  cet  article  donneront 

F(X)  = 


V'H-F"(X)' 

l'éliminaliou  de  /*  entre  ces  deux  équations  donne 

F(X)F(X)=^a 
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OU  bien 

YdY=adX, 

On  en  tîre 

Y^=:2a(X  — C); 

la  courbe  décrite  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est  la 
droite  fixe  sur  laquelle  roule  la  développante  de  cercle. 

Problème  n<»  22. 

Un,€  épicycloïde  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe; 
quel  est  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  cette  épicycloïde? 
(Le  pôle  est  ici  le  centre  du  cercle  fixe  de  rayon  a  sur  leque* 
a  roulé  un  cercle  mobile  de  rayon  b  pour  engendrer  Tépî- 
cycloïde.) 

L*équation  différentielle  de  Tépicycloïde  en  coordonnées 
polaires  est,  comme  on  le  verra  plus  loin  (problème  40), 


dOz= dr*, 

^         rsl[a-JfibY—  r^ 

on  a  donc 


T^\r]  = — • — ~i 


et  les  formules  (2)  deviendront 


fl  4-  7.b  sjr^-^  a}  1 


F(X)  = 


V/I4-F'^(X) 
Éliminons  r  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 


F(X)F(X)  =  fii±±^^lî^li:W 
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OU  bien 

adX  =  [a  -f  zb) 


d'où,  eu  intégrant, 


«»(X  — X,)»-+-(a4-2Ô)»Y^=(«4-2è)«; 

ainsi,  quand  une  épicycloïde' roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe,  le  pôle  de  répfcycloïde  décrit  une  ellipse  dont 
l'un  des  axes  coïncide  avec  la  droite  fixe^  ces  deux  axes 

ont  du  reste  pour  valeurs  — ^ '-  et  a  (^H-  ai). 

Problème  n""  23. 

Quelle  courbe  doit-on  faire  rouler  sur  une  ellipse  pour 
qu'un  point  lié  i/wariablement  à  cette  courbe  décrispe  le 
grand  axe  de  l'ellipse? 

Nous  avons  ici/(a:)  =  -  yja*  —  x*,  F(X)  =  o-,  les  équa- 

lions  (i)  de  l'article  cité  plus  haut  deviendront 


,.  —  I  asjà'  —  a^ 


/\x)  -   '  ba:' 

o  =/*(.r)  -4-  r-=.r  H ^a?  —  .r'. 

Eliminons  x  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 
ou  bien 


b  slb^—r^'^ 
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d'où,  en  intégrant, 

-  (6  —  0,)  =  arc  sin  7» 

a^  '  h 

h 

r=:  èsin-(ô  —  ô,). 

a  ^  ' 

Telle  est  Téquation  de  la  courbe  cherchée. 

Problème  n"*  24. 

Sur  quelle  courbe  doit-on  faire  rouler  une  cardioïde 
pour  que  son  pôle  décrii^e  une  ligne  droite  ? 

L'équation  de  la  cardioïde  rapportée  à  son  pôle  est 

r=:a(i  +  cos0); 
on  a  donc 

r  —  a,  I 

0  =  arccos =  y(r),     d'où     ç'(r)  =  ~ 


r» 


Les  équations  (i),  quand  on  y  fera  F(X)  =  o,  deviendront 


v/ 


2a— r       /'(^) 
o=/(a:)  -h/. 

Si  Ton  élimine  r  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 


■'(X)  ~  V  ^ 


-/(■^) 

Posons  Y=x — f{x)^  et  nous  aurons 


4y_ 

dx 


=  v/'-T^ 


ce  qui  est  Téquation  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  a  roulant  sans  glisser  sur  Ox, 
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Problème  n®  25. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  il  existe  une  rela- 
tion donnée  entrée  le  rayon  de  courbure  p  et  le  rayon  de 
courbure  correspondant  p'  de  la  dés^eloppée. 

Soit  p^=(f[p)'^  soît,  en  outre,  a  Tangle  de  la  tangente  à 
la  courbe  cherchée  avec  l'axe  des  x^  on  a 

p=  rt  -7-  > 
'  «a 

par  suite 

J    9[p) 

De  cette  équation  on  tirera  p  en  fonction  de  a,  et  l'on  ren- 
trera dans  les  conditions  d'un  problème  traité  précédemmenL 


APPLICATIONS. 

1°  Trouver  les  courbes  telles  que  la  distance  de  chacun 
de  leurs  points  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la 
dés^eloppée  soit  constante. 

Soit  a  cette  longueur  constante  ;  nous  aurons 

o»-h    p'*  =  «*. 


P-^^  =  "' 


dx 


^à"  —  -2 


r 


a  —  ao  =  in  arc  sin  -  » 


p=zhrtsin(a  —  a,); 

donc  les  courbes  cherchées  sont  des  cycloïdes. 


a« 
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Troui^er  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  et  celui  de  la  déi^eloppée  soient  liés  par  la 
relation 

1 »i«  i —  I 


On  aura 


dp 

5à' 


\A^' 


-fa  —  aol  =dr  arcsin-1 
a  '  a 

p  =:dz«  sin-  (a  —  «,); 
a  ^  ' 


donc  les  courbes  cherchées  sont  des  épîcycloïdcs. 
3**  Trousser  les  courbes  telles  que  Von  ait 


p'*       lap. 

Nous  aurons 

P'      V/2«P      àzj^, 

d.     +      ''P 

\jiap 

»      «.-- +-iAp» 

V  " 

a(a  —  a,)» 
n  .. .  — ! '—  • 

On  tire  de  lày  en  appelant  p'^  le  rayon  de  courbure  de  la 
développée  de  la  développée, 


Cette  dernière  courbe  est  donc  un  cercle,  et  la  courbe 


2'J2  TROISIEME   PARTIE. 

cherchée  est  l'une  des  développantes  de  la  développante  de 
cercle. 

4°  Trouver  tes  courbes  telles  que  le  triangle  formé  par 
chaque  point  de  la  courbe,  le  point  correspondant  de  la 
déi^eloppée  et  le  centre  de  courbure  de  cette  développée 
aient  une  surjace  constante. 

On  doil  avoir 


a} 


OU,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  constante,  ce  qui  ne 
change  pas  la  iorme  de  la  courbe, 

,-        ds 

on  en  déduira 

fLr  =  a  yacosa^a 

djr  =  a  Raisin  ctdoL^ 


«        Jo 


cosatfa, 

1  «        Jo 

sinaaa; 


jj=rv';si. 


on  aura  donc,  par  deux  quadratures,  x  ely  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  a^  l'arc  de  la  courbe  représentée  par 
les  équations  (i)  se  trouve  aisément;  on  a,  en  eiFet, 

ds  •=-  a  sJoL  </«, 
pour  la  longueur  de  Tarç  compté  à  partir  de  Toriglne. 
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Problème  n^  26. 

jTroui^er  les  courbes  telles  que,  entre  les  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  et  des  deux  premières  développées, 
on  ait  la  relation 

(0  f?'=  p" 

On  tire  de  là 

dot}         dot 

±  "■  7' 

dx 
en  intégrant  et  désignant  par  m  la  constante,  il  vient 

log— =  logf>-hlogm, 


dp  dp 

doL  '^  p 


intégrant  de  nouveau  et  appelant  loga  la  constante,  on  aura 

m  01  =  logp  —  loga, 
pz=:  aë^\ 

les  courbes  cherchées  sont  donc  les  spirales  logarithmiques. 

En  partant  de  Téquation  (i)  pour  arriver  à  Féquation  (a), 

d^s 
nous  avons  admis  implicitement  que  p"  était  égal  à  -f-  —7\ 

d^s 
"mais  il  peut  être  égal  aussi  à  — y-^«  Dans  ce  cas,  nous 

aurons 

T.  —  Rec.  l8 


I 

L 


a^4  TROISIÈME    PARTIE. 

OU,  en  appelant  i*  une  constante^ 

dp        h^ 

Nous  retombons  sur  le  dernier  exemple  du  problème  pré- 
cédent. 

Problème  n»  27. 

Tromper  les  courbes  telles  que  la  différence  des  rayons 
de  courbure  de  la  courbe  et  de  la  seconde  déi^eloppée  soit 
constante. 

On  doit  avoir 
Prenons 

^  dd?  ^        dot} 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est,  en  dési- 
gnant par  a  et  a^  deux  constantes  arbitraires, 

p  =  /  -h  a  sin  (  a  —  a©), 
Si  Ton  avait  seulement  • 

p  =  a  sin  (a  —  ao), 

la  courbe  cherchée  serait  une  cycloïde.  On  voit  qu'il  suflSt 
de  porter  sur  les  normales  de  cette  cycloïde  une  longueur 
constante  /  pour  avoir  la  courbe  demandée^  cette  courbe 
est  donc  une  courbe  parallèle  à  la  cycloïde. 

Si  Ton  prend  p"=  -7-^»  on  trouvera 

^  d7} 
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l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

a  etb  désignant  les  deux  constantes,  la  courbe  cherchée  est 
une  courbe  parallèle  à  celle  qui  vérifie  Téquation 

p  =z  ae*  4-  be-^. 
Pour  cette  dernière,  on  aura 

.r  ==  ^S^  cos a  dct  -r-  bfe^^  cosctda, 
y  =  (^f^  sin  (x.dat.  -\-  bje-"-  sin  a  doi 

OU,  en  effectuant  les  intégrations  et  ne  tenant  pas  compte 
des  constantes, 

i2x=       <ie*(cosa  -h  sina)  —  ètf-*(cosa  —  sin  a), 
2/  =r  —  «eî*(c0Sa  —  sina)  —  />e~*(coSa  -f-  sina]. 

En  appelant  r  le  rayon  vecteur  de  cette  couî*be,  on  a 
2r^=û*e*-f- ^'f^**     ou     :ir'*'=  f^-  2.ab, 

Ainsi  cette  courbe  jouit  de  cette  propriété 


p  r=  y/2  V^/'^  H-  ab. 

On  la  construira  d'ailleurs   aisément  à  Taide  des  équa 
lions  (i). 

Problème  n»  28. 
Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  on  a 


i8. 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

donc  la  courbe  demandée  est  une  courbe  parallèle  à  une 
épicycloïde. 


L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

/ 

p  = h  ^^'*  -h  oe""*  ; 

*        n- 

la  courbe  cherchée  est  parallèle  à  celle  représentée   par 

Téquation 

p  =  éie"*  H-  be-''\ 

Pour  cette  dernière,  on  trouve  sans  difficulté 

.T= ^"^  //  cosa  -!-  sma) : <?-''*  /zoos a  —  sma  ), 

«'-hl         ^  '         «'-4-1  ' 


J  = 


e"*  «  sin  a  —  cosa  ) . : £?""*  «  sm a  -+-  cos a  ) . 

Remarque,  —  On  voit  que,  si  Ton  demande  de  trouvei 
une  courbe  telle  qu'il  existe  entre  les  rayons  de  courbure 
successifs  une  équation  de  la  forme 

où  ).,  X', . . . ,  A^''+*^  sont  des  constantes,  on  aura  à  intégrer 
Téqualion  linéaire  et  à  coefficients  constants 


lp±\ 


''^P-^V^±...±lin,^P 


d<x. 


da' 


doi! 


=rX(«+^\ 


qui  fera  connaître  p  en  fonction  de  a  et  de  /i  constantes 
arbitraires,  après  quoi  l'on  rentrera  dans  un  problème  déjà 
traité. 


I 

V 
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Problème  no  29. 

Trouver  les  courbes  qui  sont  égales  à  leurs  développées. 

Nous  connaissons  deux  courbes  jouissant  de  cette  cu- 
rieuse propriété,  la  cycloïde  et  la  spirale  logarithmique^ 
nous  nous  proposons  de  chercher  les  autres  courbes,  s'il  y 
en  a. 

Nous  chercherons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

qui,  comme  nous  l'avons  vu  déjà  plusieurs  fois,  détermine 
entièrement  la  forme  de  la  courbe.  Pour  la  développée,  on 
aura 


TT 


par  suite 


f  •  =  +/'(  a' -^.. 


Cette  équation  devra  coïncider  avec  celle  de  la  courbe  (i), 
qui  aurait  tourné  d'un  certain  angle  «o  ^  ainsi  nous  devrons 
avoir 

-•''("■-î)=^(-'-i*-' 

ou  simplement 

Cette  équation  (2)  devra  avoir  lieu,  quel  que  soit  a,  avec 
une  valeur  déterminée  de  la  constante  «o-  Si  nous  suppo- 
sons que,  pour  faire  coïncider  la  courbe  proposée  avec  sa 
développée,  on  est  obligé  de  la  retourner,  nous  aurons 
l'équation 

(3J  di/'(a)  =/(«.-«). 
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Le  problème  dépend  maintenant  des  équations  (2)  et  (3). 
Considérons  d'abord  cette  dernière  équation;  nous  eu 
déduirons,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a, 

(4)  =p/"(a)=/'(a.-a); 

mais,  en  changeant  dans  Téquation  (3)  a  en  a^  —  a,  on  a 

(5)  d=/'(a«- a)  =/(«), 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (4) 
et  (5),  il  vient 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

/(a)  =asin(a  —  a'), 

a'  et  a  désignant  deux  constantes;  nous  avons  donc 

p  =  «sin(a  —  a'), 

ce  qui  est  Téquation  de  la  cycloïde;  nous  retrouvons  donc 
cette  courbe,  et  nous  voyons  que  c'est  la  seule  qui  vérifie 
Téquation  (3). 

Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  la  fonction  /*(«)  puisse  se  développer 
comme  il  suit  : 

(6)  /(a)  ^iM^"'* -t-Ne^^-f-.  .  ., 

M,  N,  m,  n, . . .  étant  des  constantes,  et  voyons  si  l'on  peut 
déterminer  ces  constantes  de  façon  que  Téquation  (2)  soit 
vérifiée;  on  devra  avoir,  quel  que  soit  a, 

ce  qui  conduit  aux  équations 

(7) 
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Ainsi  les  coeflScients  M  de  Texpression  de  /(a)  restent 
arbitraires;  mais  toutes  les  quantités  m,  n, . . .  doivent  vé- 
rifier Téquation  (7).  Nous  ne  considérerons  que  le  signe  -f- 
dans  cette  équation,  et  nous  prendrons 

(8)  W=é^«o. 

En  changeant  en  effet,  dans  cette  dernière  équation,  m  en 
. —  m  et  «0  «11  —  «oî  on  aurait  l'équation 

—  m  =  e"**o. 

Nous  avons  discuté  l'équation  (8),  page   100,  et  nous 
avons  vu  que,  si  «o  est  négatif,  elle  a  toujours  une  racine 

positive  5  si  «0  est  positif  et  plus  petit  que  ->  elle  en  a  deux, 
m  et  72,  liées  par  la  relation 

fo]  .    logm^log^^ 

^^'  m  n 

Nous  pourrons  donc  prendre 

et  aussi 

(10)  /(a)  --=  M^«  H- Ne"*, 

/7î  et  72  vérifiant  la  condition  (9)  -,  nous  trouvons  ainsi  après 
la  cycloïde,  comme  courbes  égales  à  leurs  développées,  la 
spirale  logarithmique  et  la  courbe  définie  par  Téqua- 
tion  (lo)',  nous  avons,  du  reste,  montré  directement, 
page  97,  que  cette  dernière  courbe  est  bien  égale  à  sa 
développée. 

Voyons  maintenant  si  l'équation  (8)  admet  des  racines 
imaginaires.  On  voit  immédiatement  que,  si  elle  admet  la 

racine  m-=m'-^  m"  y/ —  1 ,  elle  admettra  aussi  sa  conjuguée 

171=:  m' — m" \j —  i^  cette  racine  donnera  donc,  dans  l'ex- 
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pression  (6), 

OU,  en  changeant  les  constantes  M  et  N  en  d'autres  conve- 
nablement choisies  P  et  Q, 

(il)  /(a)  =  P^'»''cosm"a  -h  Qc«'*sin/7i"a. 

Cherchons  donc  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (  8)  ; 
posons 

{12)  w  =  —  (cosf -h  y/ — isint'), 


0 


et  nous  devrons  avoir 


-(cOSf  -h  yf—I  sinp)  =  eU€osf+y/^iuiin¥ 

=^e^'^*[cos{usirn>)  -h  \/ — i  siu(w  sinp)]. 


«• 


Nous  tirons  de  là 


et  par  suite 


(.3) 


^UCOS*' 

u 

«0 

1 

u  smt> 

^1 

w 

sinp 

-.   f'—vcoXv 

— 

■'.    -•  C 

smp 

Kgs 

Telles  sont  les  équations  propres  à  déterminer  u  et  ^.  Posons 


F{v)  —  ^e-i^co\ç^ 


sine 
et  nous  trouverons 


F'(('j  =  -rV  ^'^''^""'[(t'  --sinpcosp)'  H-  sin*pl. 
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et  faisons  varier  i^  de  zéro  à  4-  oo  *,  de  zéro  à  tt,  F'(i')  est 
positif  5  cette  dérivée  est  négative  quand  ^  varie  de  tt  à  2  :r  : 
de  2  7r  à  3îr,  elle  est  positive,  etc..  Donc,  i*  variant  de  zéro 
à  TT,  la  fonction  F  est  constamment  croissante;  elle  est  con- 
stamment décroissante  quand  i^  varie  de  w  à  27r, . . . .  On  a, 
du  reste,  en  désignant  par  6  une  quantité  infiniment  petite, 

F(    w-4-e)=zo,      F(27r  — e)  =  — OO 
F(27r-+-8)z=0,       F(37r  — e)=-l-00 


Donc,  t^  variant  de  zéro  à  tt,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 
une  fois  seulement  par  chaque  valeur  positive  supérieure 

h  -:  u  variant  de  ir  à  2ir,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 

une  fois  seulement  par  une  valeur  négative  donnée,  et 
d'ailleurs  quelconque,  etc.  Donc,  que,  dans  la  dernière 
équation  (i3),  <x^  soit  positif  ou  négatif,  il  y  aura  une  in- 
finité de  valeurs  de  f^  vérifiant  cette  équation,  et  la  première 
équation  (i3)  donnera  toujours  une  valeur  de  u  correspon- 
dant à  chaque  valeur  de  t^.  En  mettant,  pour  plus  de  clarté, 
dans  l'expression  (i  i),  au  lieu  de  m'  et  m''  respectivement. 


Il  cosv        u  „       u'    .  V 


m'= =  —  cot s^^  ni"=^  —  sm  i^  =  —  »  appelant  p'i ,  i^j, . . . 

les  racines  de  Téquation  -: —  e~*'*^°'''==ao,  nous  aurons  donc 

^  sinp 

les  solutions,  en  nombre  infini, 

rf     \         fn  *'•         ,    rx     '     *^*     \    ?«<***'' 

/(a)  =  (Picos- a-f- Q,  sin  — a)e*«        , 
f[0Lj=i  I  Pj  ces  —  a  -^-  Qî  SIQ  —  a  )  <?*o         , 
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et  celles  qu'on  peut  former  avec  les  précédentes  par  voie 
d'addition  et  de  soustraction. 

Voilà  donc  une  infinité  de  courbes  égales  à  leurs  déve- 
loppées. 

Problème  n»  30. 

On  demande  {fig-  4^)  de  troui^er  une  courbe  telle  que, 
C  désignant  un  point  quelconque  de  cette  courbe.  G'  le 

Fig.  42. 


point  correspondant  de  la  dés^eloppée,  Q"  le  point  cor- 
respondant de  la  déi^eloppée  de  la  déi^eloppée,  . . . ,  les 
points  C,  C",  O', .  . .  soient  en  ligne  droite» 

On  doit  avoir,  dans   les   triangles   rectangles    CC'C, 

c'c"     oro'' 


œ 


»nm 


crc 


ou    ^r-^b-r 


Or,  a  désignant  Taugle  que  fait  avec  Ox  la  tangente  au 
point  C,  on  a 

P    —  -^  "Ta  1 


il  en  résul  tera  donc 


± 

doi 
? 


d^ 
dcà 
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Nous  ne  considérerons  que  le  cas  du  signe  -{-,  et  nous  au- 
rons alors 

intégrant  et  désignant  la  constante  par  A,  il  viendra 

<■)  2  =  '^ 

Remarquons  qu'on  tirera  de  là 


d^-^^p 

d'^ù 

doL"-^^ 

r/a" 

^«+'p    ~ 

~  c^»-»  p 

et  par  suite  tous  les  points  C,  C,  C*^,  C^*,. ..  seront  en 

ligne  droite,  et  aussi  tous  les  points  C,  C',  C, 

Dans  Téquation  (i),  prenons  h  =:  —  77^*,  et  nous  aiu*ons 

d'où,  en  désignant  les  constantes  par  a  et  «©> 

p  =:  a  sinm  (ex  —  ««), 

ce  qui,  comme  on  Ta  vu,  page  211,  représente  des  cpicy- 
cloïdes. 

Faisons  maintenant  /r  =  4-  /w',  et  il  viendra 

d'p 

—  -m^p  =  o; 

d'où,  en  appelant  les  constantes  A  et  B, 

(2)  p=:i  A<?"*4-Bér-'"*. 

Nous  avons  déjà  rencontré  cette  équation,  page  aSS;  elle 
comprend,  comme  cas  particulier,  la  spirale  logarithmique. 


APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL.  285 

on  a 


-3pS-5(|)-^,. 


(')  {»_,.^ 


C  =  -  9p', 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cherchée  et  a 
l'angle  fait  avec  une  droite  fixe  par  la  tangente  de  cette 
conrbe.  L'angle  ).,  qui  doit  être  constant,  est  défini  par 
l'équation 


tang2>  = 


2B  ^  tta 


On  aura  donc 


P 


doL 


\doL  )  ^  r/a» 


'6k 


OU  bien 


.  dp  d^y 


dp 


•    ^  f 


en  intégrant,  on  trouve 


5  logp  —  3  log  "—  =  —  3  X-a. 

■  doL 

Je  ne  mets  pas  de  constante  ;  cela  ne  change  rien  à  la  forme 
de  la  courbe.  Il  vient  ensuite 

6. 

e^^dci=:p    ^dp. 
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tegrons  de  nouveau  et  désignons  par  k'  une  constante 
bitralre,  et  n 


et  y  seraient  déterminés  ensuite  par  les  formules 
x=:fpC08adx, 
y—ffima-da. 

□rsque  k'^  o,  on  retrouve  la  spirale  logarilbmique. 

ProbUme  n"  32. 

Ti'ouver  une  courbe  telle  que  la  conique,  qui  en  chacun 
s  ses  points  a  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre, 
lit  toujours  une  parabole. 

Nous  devrons  avoir  AC  —  B'  ^=  o,  et,  en  remplaçant  A, 
,  C  par  les  valeurs  lappelées  dans  l'exercice  précédcni, 
DUS  aurons 

ette  équation  ditTérentielIc  du  second  ordre  ne  contenaut 
as  a,  nous  ferons 


équation  (t)  deviendra 

Zap'Ip        ,    . 
-V--'i''=9f" 


^ 
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Voilà  une  équation  linéaire  qui  va  nous  donner 
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on  en  conclut 


f/a=r 


d,i 


3 


d.o* 


s/ecp^-g    %V 


6Cp' 


3 

2 


c?.p 


2 
■3 


\/6Cp'^- 


9P 


en  intégrant  sans  ajouter  de  constante,  on  aura 


2  a  =:  arc  ces 


3p    ^— C 


3p    ^  =  C -f- CcoS2a=:  2CC0S*a, 


P  = 


3. 

— 

cos'a 


En  prenant  Taxe  des  j^  pour  celui  des  x  et  inversement, 

l'équation  précédente  pourra  s'écrire  p  =  -r-j-  »  et  nous 

avons  vu,  page  208,  que  cette  équation  est  celle  d'une  para- 
bole. Ainsi  les  courbes  cherchées  sont  des  paraboles,  et 
alors  la  conique  coïncide  avec  la  courbe  dans  toute  son 
étendue. 

Problème  n""  33. 

Trouy^er  la  courbe  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  il 
existe  une  hjperbole  équ\latère  ayant'  av^ec  la  courbe  un 
contact  du  quatrième  ordre. 

Conservant  les  notations  précédentes,  nous  devons  avoir 


A  H-  C  =  o     ou  bien     3p  —■-  —  5  (  -r^  ) 

^  do}  \</a/ 


—  i8p'  =  o. 


-1     -  >     r- 
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Faisons  encore  ~  =  p^  d'où  ^  =   -j^  ^  €t  nous 


dd 


dy> 


aurons 


3p  ^./?* 
d.p^ 


10 


-Tr:f?'=:i2p; 


£/p         3p 


Tinti^grale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 


/''  =  p'''(c'-9p''). 


rfa== 


^p  3  r/.p* 


./        ±  2      2 

vcy-9      9' 


V^c'p'— 


£fa~ 


d.f* 


\/. 


9P 


1 


Intégrant  sans  ajouter  de  constante,  nous  avons 


VLOL 

p~== 


3p  • 
arc  ces  -h;—^ 


—  ces  2  a, 


P== 


3. 
3^^ 


(cos2a)    *, 


a 


P  = 


(cos2a)' 


X  et  y  désignant  ensuite  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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conque  de  la  courbe,  il  viendra 


X 


—  •»'•         Tp  ,  r       dûiiOL  sina 

z=.    \   ^  COSada  =:  I =z  «> 

^  "  J   (i-2sin'a)'        Vcos2« 

Y — r.         Tp   .        .               /*       d cosa                 cosa 
- — ^=  /  i-smac?«=:—   / —      , 

""  J    ""  J    (2COS'a~i)''        V^«S2« 

d'où  Ton  déduit 

(  J  — r«)'  —  (^  —  ^iY = «*• 

Ainsi  la  courbe  est  elle-même  une  hyperbole  équilatère,  et 
la  conique  coïncide  entièrement  avec  elle. 

Problème  n®  34. 

Troui^er  une  courbe  telle  que  l'ellipse,  qui  a  en  chacun 
de  ses  points  a^ec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre,  ait 
une  sur/ace  constante, 

L*équatîon  de  Tellipse  rapportée  à  la  tangente  et  à  la 
normale  de  la  courbe  étant 

\yi  4-  2Ba:j>'  -h  C^'  -f-  2Dj  =  o, 

sa  surface  est 

wCD» 

■  • 


On  doit  donc  avoir 

AC  — B» 


2         ♦. 

3rk5 


=  /• 


CD 


ou  bien,  en  remplaçant  A,  B,  C,  D  par  les  valeurs  suivantes, 
trouvées  dans  le  problème  36  de  la  première  Partie, 

T.  —  TTtftf.  19 


ago 
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nous  aurons 


(') 


9^-'-4r-(|)-3,-*S  =  9*. 


Nous  sommes  conduits  à  poser  p   '  =  i/^  nous  en  dédui- 
rous,  par  un  calcul  facile,  que  Tëquation  (i)  devient 


(») 


doi 


di} 


Cette  équation  ne  contient  pas  ol  ^  nous  poserons  donc 


du 


,  ,      d^u       pclp 


—  =  /?,      d  où     = 


da. 


da}  du 


et,  au  lieu  de  Téquation  (2),  nous  aurons 


ou  bien 


^u^du  -f-  ud,p*  —  p^du  =  ^kdu 
^du  H-  c?  —  =r  •!—  e/tt. 


u  w 


Intégrons  et  désignons  la  constante  par  8C,  et  nous  aurons 


P'       /  4>^ 


d'où 


u 


du 


u 


8C; 


2rfa  =db 


^tt 


y/C— X--(tt  —  C)« 


Intégrons  .sans  ajouter  de  constante,  et  nous  trouverons 

tt  — C 
2a  =  arc  €08-7==» 

tt  =  C  -i-  y^'C'^-  k  0082 a  =  p    '; 
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d'où 

I 

9= —^ — ï' 

(C  +  v^C*— /-c6S2a)' 

expression  de  la  forme  p  = -j-  Nous  avons  vu, 

(i -♦-/•' cos^a)*^ 
page  21 4,  que  cette  équation  représente  des  ellipses^  donc 
la  courbe  cherchée  est  une  ellipse  quelconque  ayant  une 
surface  égale  à  la  surface  donnée. 

Problème  n«  35. 

Trouver  {fig^  44)  ^^^  courbe  Mo  M  telle,  que  l'aire  du 
secteur  MoOM,  compris  entre  un  rayon  vecteur  fixe  OJVIo, 
un  rayon  vecteur  quelconque  OM  et  la  courbe,  soit  dans 

Fîg.  44. 


un  rapport  constant  ai^ec  l'aire  du  triangle  OMA,  formé 
par  le  rayon  vecteur  OM,  la  perpendiculaire  OA  sur  le 
rayon  vecteur  et  la  normale  MA. 
On  doit  avoir 

\     r^  ft  ^      ^  k  rdr        k  d.î^ 

^  '  2  Jq  a  2    dO        ^    dO  ^ 

dilTéreritions,  et  nous  trouverons 

k  d^r^ 

2    d^^ 
d^r^        2    , 

19- 
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C'est  là  une  équation  linéaire  qui  nous  donne,  si  k  en 
positif,  l'n  désignant  les  constantes  arbitraires  par  Â  et  B, 

L'expression  -j^'   pour  0=  o,  se  réduit  à  t/-  (A  —  B); 
d'après  l'équation  (1),  elle  doit  être  nulle;  nous  avons  donc 

A  =  B; 
il  en  résulte 

poar  l'équation  de  la  courbe,  qui  est  une  spirale. 

Supposons,  en  second  lieu,  li  <^o.  Soit  k  =  —  k'\  l'équa- 
tion (a)  nous  donnera 

'■=-'«-(.v'l)-'''»(«\/|)- 

La  valeur  de  -j^-'  pour  6  =  0,  est  B'\/t;j  on  doit  donc 
avoir 

Faisons  A'=  a',  et  il  viendra 

Du  cas  intéressant  à  remarquer  est  celui  du  k'  =  -;  od  a 

alors 

/■'^a'cosaO, 

équation  d'une  lemnîscate. 
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Nous  voyons  donc  {Jig>45)  que,  dans  lalemniscate,  Taire 

Fîg.  45. 


du  secteur  MOM©  est  la  moitîé  de  celle  du  triangle  OMA. 


Problème  n»  36. 


Troui^er  les  courbes  dans  lesquelles  le  triangle  formé 
par  la  tangente,  la  normale  et  la  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle,  a  une  surface  constante. 

On  pourrait  ramener  ce  problème  au  précédent,  mais  il 
est  plus  simple  de  le  traiter  directement;  on  trouve 


rdr       T  VO 


dQ 


dr 


=:  2â5-, 


d'où 


fdr\  »  dr 


rdr 


2dO  = 


a^  db  sja'  —  r\ 


d.r^ 


a}±:sja^—[r^y 


i=î 


et  l'intégration  s'efl'ectue  aisément. 
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Problème  ii«  37. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  normale  et  la 
tangente  polaires,  N  et  T,  sont  liées  par  la  relation 


On  aura 


4-  r*        /-i         -f.  ,4 


0  ; ' Ti —  =  !• 


rt»  , ,  dr' 

dB 


s 


.    dr 

Soit  -—  ==  /'M  ;  il  viendra 


7»(i4-«')        r»(i-|-a») 


abu 

"^^^  u^[i-^u^)[a^^b^u^)'^''' 

u  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  ;  la  courbe  pourra 
être  construite  facilement  avec  les  valeurs  précédentes  de 
/'  et  de  dB\  rien  n'empêche,  du  reste,  d'efiectuer  l'intégra- 
tion et  d'obtenir  B  en  fonction  de  u.  Remarquons  que  la 
variable  auxiliaire  u  n'est  autre  chose  que  cot  V. 

Problème  n»  38. 

Tromper  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous -tangente 
polaire  est  une  Jonction  donnée  de  la  sous-normale  po- 
laire. 

La  première  de  ces  longueurs  a  pour  expression  --7—»  la 

seconde  -rr  • 

dO 
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On  aura  donc 


(0 


r'd9  _     (dr\ 
dr         '^\dB) 


.   ,    dr 
équation  entre  les  quantités  —  et  r*.  Si  Ton  peut  résoudre 

l'équation,  on  en  tirera 

^  =  ç(r»),      d'où     ^ô  =  -^, 

et  le  problème  sera  ramené  aux  quadratures. 

Si  Ton  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (i)  par  rapport  à 

dr  ^ 

~  >  on  lera 

dr 

5ô  =  "' 


il  viendra  ensuite 


(>) 


T  =   sjuf[u)  , 


et  l'on  aura 

(3)  ^9  ^/W -y  "/'(")../„, 

et  les  équations  (2)  et  (3)  donneront  r  et  d  eu  fouctiou  de 
la  variable  auxiliaire  u. 


APPLICATIONS. 

1°  Troui^er  les  courbes  dans  lesquelles  la  somme  de 
la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  est  constante. 

On  a  ici 

r*^fO       dr 

— h  —  =  2/. 

dr  dQ 
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Problème  n«  39. 

Troui^er  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
soit  dans  un  rapport  constant  ai^ec  la  normale  polaire. 

Soient  p  la  distance  de  la  tangente  à  Torigine,  /'  le  rayon 
vecteur,  p  le  rayon,  de  courbure,  V  Tangle  de  la  tangente  et 

du  rayon  vecteur;  la  normale  polaire  est  -r-ri  ou  —9  en 
tenant  compte  de  la  relation  p  =  r  sinV.  D'après  Texercice 
suivant,  p  ==  -—  -,  donc,  en  appelant le  rapport  con- 
stant, nous  aurons 

rdr  r*  ,  .dr        dp 

-7-=! ^—        ou         (72  +  1—  =  -^; 

dp  (/î  -^  |)y?  ^  '   r  p 

en  intégrant  et  désignant  pai'a  la  constante  arbitraire,  nous 
aurons 


a 


■  ■  • 
tt 


Ainsi,  dans  les  courbes  cherchées,  la  distance  de  la  tangente 
à  l'origine  est  proportionnelle  à  la  puissance  « -I-  i  du  rayon 
vecteur.  Remplaçant,  dans  la  formule  précédente,  p  par 

r  sm  V  =  —  »  nous  trouverons 

^dr^-^r^dB' 


dO  r 


n— 


Elevons  au  carré  et  résolvons  par  rapport  à  d9^  il  viendra 
d9  =  -     ou  bien     ndB=i 


Intégrons  et  désignons  la  constante  arbitraire  par  Oo,  et 
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«(e  — e,)=arcsi 


où,  en  faîsai)t  abstraction  de  la  constante  6^,  qui  ne  mo- 
lie  pas  la  forme  de  la  courbe, 

r  =  tf(smnfl)-. 

Ces  courbes  ont  été  rencontrées  déjà  dans  le  problème  14 
!  la  troisième  Partie;  il  est,  par  conséquent,  inutile  de 
ire  des  applications  en  donnant  à  n  des  valeurs  particu- 


Probléme  n«  40. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
ue est  dans  un  rapport  constant  avec  la  projection  du 
tjon  vecteur  sur  la  normale. 

Nous  allons  commencer  par  donner  une  expression  du 
yon  de  courbure,  qui  est  souvent  très-utile.  On  a 


étant  l'angle  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  le 

yon  vecteur; 

„        dr         .   ,,        rM 
cosV  :=  —  1     sinV  =  —^  • 


Q  déduit,  en  éliminant  ds  et  d 


dr 

"cosVrfO+cosVdV" 


etle  formule  p  =  -; — r-r-»  ou  encore,  en  appelant  p  If 
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distance  de  la  tangente  à  Torigine,  p  =  -r—?  est  celle  que 

nous  voulions  obtenir. 

La  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  normale  est  /•  sin  V  \ 
en  appelant  m  le  rapport  constant  du  rayon  de  courbure  à 
cette  projection,  nous  aurons  donc 

pz=mr  sin  V, 

et,  en  remplaçant  p  par  Texpression  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, nous  trouverons 

rdr 

=  /?2./^sinV. 


d.r  siaV 


Intégrant  et  désignant  par  G  la  constante  arbitraire,  nous 
avons 


et,  remplaçant  smV  par  — %  nous  trouvons 

,       ^  mr*dO^ 

d'où 


(0  ''«=^V 


r»~C 


(/»  — ij/^-hC 


L'expression  de  dO  peut  s'intégrer^  car,  en  faisant  r*  =  «, 
on  a 


rfe=.zz,/_i_^, 


et  l'on  est  ramené  à  un  cas  où  l'on  sait  efïectuer  l'intégra- 
tion 5  mais  il  nous  sera  plus  facile  de  discuter  la  difleren- 
tielle  d3. 

Un  premier  cas  à  examiner  est  celui  de  G  =  o  ^  Texpres- 
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sion  (  I  )  devient 

dB  i/m—  I  =  —,      d'où     A-  =  C'e« v^«^. 
'  r 

On  trouve  ainsi  une  spirale  logarithmique  ayant  rorigine 
pour  pôle. 

Ce  premier  cas  examiné,  nous  allons  en  distinguer  trois 
autres  : 

I**  /w^  I.  Si  C  est  positif,  l'expression  de  dB  ne  sera 

réelle  que  si  Ton  a  r'  ]>  C*,  r  pourra  varier  de  yjC  à  -f-  oo  . 
Pour  r  =  yC,  nous  prendrons  ô  =  o-,  comme 


"  rde 


j       /-'— C 

V  (m  — i)r' 


d,   ^tangV:^!/  ,_^^, 


V  =  o,  la  courbe  est  tangente  à  Taxe  polaire  \  r  augmentant, 

dr 


dB 

0  augmente  constamment,  car  —  est  toujours  positif.  Pour 


r  inGni,  0  est  infini,  car  Tintéffrale  1      —  i/  -, r-m^ 

^         J^    r    \   (m  — i)r^  +  C 

est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que  la  suivante  :  l      —  » 

et  cette  dernière  est  infinie  :  nous  avons  donc  une  spirale 
représentée  par  \di  Jig.  46»  Si  C  est  négatif,  pour  que  rfô 

Fîg.  46. 


soit  réel,  il  faudra  qu'on  ait 


r> 


y  Tw  f~  I  ' 
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r  variera  de  cette  limite  inférieure  à  -h  oo .  Pour  r  =  i  / ? 

V  m- — I 

—-T—  =r  tangV  est  infini^  la  courbe  est  normale  à  Taxe  po- 
laire. Pour  r  =  00  ,  fl  =  00  ,  on  a  la  spirale  représentée  par 
la/ig'.  47. 

2®  m<^i.  Nous  écrirons,  dans  ce  cas,  en  remarquant 

Fig.  47. 


que  C  est  nécessairement  positif  et  faisant  C  =  /', 


(^0 


d^ 


Je  dis  que  la  courbe  est  une  épîcycloïde.  Soit,  en  effet 
{Jig-  48)5  le  cercle  C  de  rayon  i,  roulant  extérieurement 


Fig.  48. 


sur  le  cercle  O  de  rayon  /^  on  a,  dans  le  triangle  OCM, 


(3) 
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dans  le  triangle  OME, 

sinOMË  = sm  -  =  sin  V  =  — » 

Remplaçant  sin-  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et 
résolvant  par  rapport  à  dd^  on  a     . 


/-h2^>  dr      I        r^  —  l^ 

et  cette  expression  devient  identique  à  l'expression  (2)  si 
Ton  fait 

VI  —  m 
On  en  tire,  pour  le  rayon  du  cercle  mobile. 


3^*  m  =  I .  On  a  ici 


ld^=z-^  SJr^^  l\     d'où     tang V  =  —  =  ^f— 


Je  tire  de  là 

COS*V 

rcosV==:/, 

ce  qui  exprime  que  la  distance  de  la  normale  à  roriginc 
est  constante-,  toutes  les  normales  de  la  courbe  sont  donc 
tangentes  au  cercle  de  rayon  /,  ayant  pour  centre  l'origiaei 
par  suite  la  courbe  est  une  développante  de  ce  cercle. 
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Problème  n<>  41. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 

p  =   .        >  a  désignant  une  constante  et  V  l'angle  que  fait 

la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 
On  a,  d'après  le  problème  précédent, 

rdr 
°       r/.rsinV 

et  par  suite 

dr  a 


di  siii''*V 

sin  V h  cosV</V 

r 


on  en  conclut 


^smV        .   „  ï        8m"*V 

-— h  sin  V  -  — : 

dr  r  a 


c'est  l'équation  de  BernouUi.  On  la  ramène  à  être  linéaire 
en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

+  sm<-«V-  =  - 


I  —  m         dr  r        a 

ou  bien 

rfsin'-^V        I  —  /»   .  .     „       I  —  m 
-  H sm'-*  V  = 


dr 


• 


a 


En  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  C, 
on  a 


ou  bien 


8in«—V  =  r— '  (C  4-  ' ^   Cr'-'^dÀ 

.  ^T       /r^       .       I  —m  r  \"-'». 

sînV=    C/--»H -) 

\  2  —  m  a/ 
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La  formule  tanffV  =  --—  donne  ensuîte 

°  dr 


dO  =  — 


V  sin'V 


Remplaçant  sînV  par  sa  valeur  précédente,  on  a  donc 

10 


y    \  7l  —  m  a  J 

fet  le  problème  se  trouve  ramené  aux  quadratures. 

Examinons  le  cas  particulier  de  w= —  i  ou  de  p  =  a  sînV. 
On  a,  dans  ce  cas, 


dO  = 


v/^i    '^ 


17* 

6a 


nr* 


Si  C  est  positif,  1  équation  r*  —  C  —  -5—  =  o  a  ses  tix>is 

racines  réelles,  deux  positives,  r"  et  /•'",  une  négative,  /•'. 
On  a  donc 


\/t 


C-^r^ 


•  dO=z  —df, 

et  Ton  voit  que  r  varie  de  r''  à  r'".  On  a  une  courbe  telle 
que  celle  ci-jointe  (/?§•.  49)9  comprise  entre  deux  cercles 
concentriques. 

Si  C  est  négatif,  posons-le  égal  à  —  C^;  alors  nou^s  de- 
vrons avoir 


_  +  _>o     ou     r>{^ 


'"u 
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L'équation  /**  -i-  C —  ^—  ==  o  n*a  qu'une  racine  réelle  r^; 


Fig.  49. 


elJe  est  positive  et  plus  grande  que  r^'^  r  varie  donc  entre 
Ti  et  7',^  seulement,  dans  ce  cas,  dâ  s'annule  pour  r  ^=.i\\ 
la  courbe  a  la  forme  ci-dessous  [fig^  5o). 

En  laissant  m  quelconque,  il  est  un  cas  où  Texpression  (  i  ) 


Fîg.  5o. 


de  rffl  peut  s'intégrer  :  c'est  le  cas  de  C  =  o.  Nous  allons 
donc  trouver  des  courbes  particulières,  et  non  pas  toutes 
les  courbes,  jouissant  de  la  propriété  demandée.  On  a  alors 

dr 


dO'^ 


4  //i  — /n\''*-'  /rX"»-' 


Faisons 


(:)""= "■ 


m —  I 


dd  = 


et  nous  aurons 
du 


Vc::r"-' 


T.  —  JRec. 


20 


3o6  TROISIÈME    PARTIE* 

en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  ^o)  nous  aurons 


m  —  I 
d'où 


0  — e, 

-=•  arc  tang 


\/(^r"- 


(1 — /wX'»-'    I 


ces' 

/»  —  ] 


et)  en  revenant  à  r, 


rcos*""' = a. 


m  —  I         I  —  m 


Soit  m  —  I  =  71  ^  nous  trouvons  donc  la  courbe 

G  77  —  1 

r  ces"  -  =  a 9 

n  n 

qui  aurait  tourné  d'un  angle  quelconque  autour  du  pôle,  et 
cette  courbe  jouit  de  cette  propriété  que  son  rayon  de  cour- 
bure p  =   .  ,.,,.' 

Il  y  a  un  autre  cas  où  Texpression  (i)  àe  dO  peut  s'inté- 
grer en  laissant  la  constante  C  quelconque  :  c'est  le  cas  de 

TO  =  3  ou  de  p  =   .  .  ■'  On  a.  en  effet,  dans  ce  cas, 

^       sin'V 

-di 


r 


y  a  y  a  r         r* 


•    .A 


en  intégrant,  on  a 

I        I 

r        a 

0  —  ©0  =  arc  CCS  —  ■  » 


-  =  --»-  \/c  -J-  ~  CQS(G  —  ôa;, 


PLICATION 

DU 

CALCUL 

INTÉGRAL. 

3o7 

la  forme 

I 

I        ccosfO  —  BA 

=  -H ^ ^• 

On 

trouve 

r       p  p 

donc  une  ellipse  quelconque  ayant  le  pôle  pour  foyer  et  a 
pour  paramètre. 

Ce  cas  est,  du  reste,  beaucoup  plus  simple  quand  on  le 
traite  directement,  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de 

courbure  au  moyen  de  z  ==  -?  savoir  : 

dB^  a  \  dd' 


d^z         \        sin*V  z' 


z'  I  -T--  H-  « 


d'où 


équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  qui  donne,  en 
désiguant  les  constantes  arbitraires  par  C  et  ^oi 


3=  -  =   -   4-  C'cOSfô  — ©o). 

r        a  ^  ' 


Problème  n»  42. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rapport  du  rayon 
de  courbure  au  rayon  vecteur  est  une  fonction  ibnnée  de 
V  angle  V  que  fait  la  tangente  ay^ec  le  rayon  vecteur. 

On  doit  avoir 


(«)  P  =  '/(V)5 

or  sin  V  =  —  ;  on  peut  donc  écrire 


,    .  r  idr 


20. 


3o8  TIVOISIÈME    PARTIÎÎ: 

cl  l'on  tire  de  là 

''P-    (P\ 

ce  (jui  est  une  cquatiou  homogène.  Posons  donc 

P  •      \T 

--  z=  uz=.  sin  V, 
r 

et  nous  aurons  » 

dr  du 


r         ?{")  —  «' 
en  întéj^rant  et  désignant  la  constante  par  C,  il  viendra 

/du 

t 

Cette  équation  fera  connaître  u  en  fonction  de  r.    Soit 

«  hj:  F(/*)^  ou  aura 


/ 


•^__        F(/) 

^''   ""  V'i  — F'(r)' 

F(r)^ 


Tr/r  F  (  r] 

J    "-    \/i-F 


APPLlCATIOrfS, 

Nous  pourrions  prendre 

p  ==  mr sm\      ou     p  =:  -r-z^\ 
'  '        sinV 


mais  ces  cas  ont   déjà  été  traités  directement.    Faisons 
y(a)  =  ft*,  c'est-à-dire  cherchons  les  coiu^bes  telles  que 


\  1 


APPLICATION    DU    CALCUL    IMTÉGKAL.  Sog 

p  =  -^-^\  ce  sont  les  courbes  dans  lesquelles  la  projection 

du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  égale  à  la 
normale  polaire^  nous  aurons 


I   -i—\ =  logfl-hlog 


Cl  la  formule  (3)  donnera 


r  =a :      d  ou      u  ^=F[r]=: ^ 

u  ^   '        r  --.  Il 


u  a 


\l\  —  u^        V^r'-h 


lar 


rdQ a 


dr  ^j.2  _j_  2  ar 

J   r  sjr^  -h  2 


7 


0  — 0.=:=Z:rt 


r  = 


équation  d'une  spirale  facile  à  construire. 

a°  Troui^er  les  courbes  telles  que  p  ==  -r-;-; 

^      ^       sm'V 


3lO  TROISIÈME    PARTIE. 

On  a  dans  ce  cas 

/du        _   r    du      _  i^    Ç   du  i    r  du  rdu 


/: 


du 


=  -  log(i  —  tt»)  —  logtt  -I-  loga, 


ç(a)  —  u        2 

en  appelant  a  la  constante  arbitraire.  On  aura  donc,  d'après 
la  formule  (3)) 

a\li  —  u* 


u 


d'où 


a 


u 


=  F(r), 


u  a        rdO 

i        r         dr 


^i  —  u 


adr 
dB=-—, 


e-0o  = — , 

r 


Ôo—O 


On  trouve  donc  les  spirales  hyperboliques. 

V 

3°  Troui^er  les  courbes  telles  que  p  =  r  cot  -« 

On  a 


V_  I  — y/i  — sin^V 


par  suite 


I  — V^i  — «^ 


2< 


,      ,  I—  tt» i/l  —  w' 

9(tt)  —  tf  = ï 


/--r-r — =  / " ^=— log('  — Vï  — «')-hlogq. 


APPLICATION   DU   CALCUL   IIITÉGRAL.  3 1  I 

On  a  donc 

^(l  —  ^I  —  U^)z=:a, 

r  —  a 

\/i—ii'=——9 


Juar —  a* 

u=  ^ 5 

r 


u 


^1—  tt>  "~      r — a       ""   dr 


» 


drJiar —  a* 

r(r — a) 


faisant  lar  —  a*=  z',  il  vient 


^0 


=  ^Jlî±  =  dz  (^-^^  -4-  -î '—\ 

z* — a*  \z*+ û^        z  —  a        z-ha)^ 


intégrant  et  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  on  a 

.    sliar  —  a^        .      a  —  i/aar  —  a* 
Q  —  ôj  =  arc  sin 1-  log ^  • 

^  a  -\-  ^7,  ar  —  a^ 

S  =  ei  loff r. 

^  a  —  r 


Problème  no  43. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure p  est  une  fonction  donnée  <f{r)  du  rayon  vecteur. 

Appelons  toujours  p  la  distance  de  Torigine  à  la  tan- 
gente 9  nous  aurons 


3l3  TEOISIÈMB    PARTIE. 

d'où 


J  f(') 


>t'dr'-hr'dO' 


^^ Al 


a  intégrant  et  désignant  la  constante  par  0*, 


^~f^. 


-t/(' 


iroblème  se  trouve  donc  ramené  aux  quadratures  :  les 
IX  constantes  sont  C  et  Bo;  la  première  seule  influe  sut' 
"orme  de  la  courbe.  Nous  allons  appliquer  celle  méihode 
lusieurs  cas  particuliers. 

Problème  H"  U. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
•e  est  proportionnel  au  rayon  vecteur 

__rdr  _>_ 

tant  positif. 

p  =  kr-a, 
ésignantla  constante  arbitraire;  nous  aurons  ensuite 


APPLICATION    DU    CALCUL    INTÉGRAL.  3l3 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que,  si  a  =  o,  on  a 

dO=:±l —, 

ce  qui  donne  une  spirale  logarithmique.  Supposons  main- 
tenant a  diflérent  de  zéro,  et  d'abord k^ï\  Texpression  (2) 
peut  s'écrire  ; 

i^  *>i  : 

a 

(3)       V^^fl:^-^—  '~^  ^r. 


s/hiiiKih-^) 


nous  voyons  que  a  doit  être  positif.  La  diflerentielle  d9 
peut  s'intégrer  :  nous  ferons  le  calcul  tout  à  l'heure,  mais 
on  peut  discuter  sans  intégrer. 

Pour  que  la  valeur  de  dd  soit  réelle,  il  faut  que  r  soit 

compris  eutre  7 et  7 •  Remarquons  que  la  valeur  -7 

est  comprise  entre  les  limites  précédentes*,  traçons  trois 
circonférences  concentriques  de  rayon 

a  a  ^  ^      ^^ 

r«r=  - — ; — ,       r,=z:-,       rj= ,       /•<^''i<'a? 

A'  H-  I  A-  A  — I 

la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  les  circonfé- 
rences de  rayon  r^  et  r,  \  aux  points  où  elle  rencontre  ces 

circonférences,  elle  leur  est  tangente,  car  la  valeur  de  /'^^ 

tirée  de  l'équation  (3),  est  infinie  pour  /•  = /'o  et  pour 
r  =  /•,  ^  aux  points  où  la  courbe  coupe  la  circonférence  de 

11  ^^    » 

rayon  i\  ^  elle  e«t  tangente  au  rayon  vecteur,  car  /'  ;7-  s  an- 
nule pour  r  =  /'o.  Pour  plus  de  clarté,  écrivons  comme  il 


% 


3l4  TBOISliSMB   PiHTIB. 

suit  1  équation  (3)  : 


V^X'  —  I    ...  z-  —  r, 

^^^ — rfO=db  — -=::===z  dr^ 

Nous  partons  de  r=i\^  0  ayant  une  certaine  valeur M^^OX, 
et  le  radical  ayant  un  certain  signe,  le  signe  H-  par  exemple, 
r  va  croître  à  partir  de  ro,  dr  sera  positif*,  /•  étant  plus  petit 
que  Tj ,  r  —  r^  sera  négatif  :  Texpression  de  dO  sera  néga- 
tive j  9  va  décroître  jusqu'à  ce  qu'on  ait  r=:ri.  Nous  obte- 
nons ainsi  {Jig.  5i  )  la  branche  MoMi  tangente  en  Mo  au 
cercle  r^  et  en  Mi  au  rayon  vecteur  OM^  ^  r  dépassant  /*,, 


dO  va  devenir  positif,  9  va  croître  jusqu'à  ce  qu'on  ail 
r  =  r^'^  cela  nous  donne  la  branche  Mj Mj  tangente  en  Mj 
au  cercle  7',*,  r  doit  maintenant  décroître,  dr  est  négatif^ 
mais  le  radical,  qui  s'est  annulé,  doit  changer  de  signe; 
d9  reste  donc  positif  et  continue  de  croître  jusqu'à  ce  que  r 
repasse  par  la  valeur  rj,  pour  décroître  ensuite.  Nous  trou- 
verons ainsi  la  branche  M^MaM^,  tangente  en  M»  au  rayoB 
vecteur,  en  M^  à  la  petite  circonférence. 

La  courbe  se  compose,  en  général,  d'une  infinité  de  par- 
ties égales  à  celle  qui  vient  d'être  tracée. 


APPLIGATIOlf   DU    CALCUL    INTÉGRAL.  3l5 

EHëctuons  l'intégration  dans  la  formule  (3)  en  posant 


a 
r- 


tang'(p  = 


a 

—  r 


k  —  i 

d'où 

a  a 

r — / 

A-  H- 1         /"  —  I  a  a  2/ï 

§in'y  cos^y  k  —  I        k  -\-  \        A** —  i 

/  ,  »  ^  »  CL 

(4)  '  =  "7 sin'cp  4-  r C0S*<p, 

^^'  k—l  ^         /-f-I  ^ 

dr  rr=  — siny  COSf  ^f , 


et  nous  trouverons 

(5)  ^^r:r.rf9  =  :.i=i^./ç, 

/— COS'<p       ^ 


(6)  0  —  00=       ^         <p  ---  2  arctang  W  j— -^  tangy, 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

I    \  ^      *  2Â  \//'' —  isin2(p 

{ "7 )  ô  —  9o=  ■  9  —  arc tanc  -; ^• 

^"  slk^—\  X-cos2<p  —  I 

D'après  la  formule  (4),  nous  voyons  que  les  points  où  la 
courbe  touche  la  circonférence  Tq  répondent  aux  valeurs 


•  •  •  • 


y  =  O,      ^  =::  TT,      9  =  27r, 

Soient  dj ,  0^, . .  .  les  valeurs  correspondantes  de  d  \  elles  se- 


6  TDOISIÈMB   PlRTtE. 

Qt,  d'après  la  formule  (6), 


'(.-^-> 


'■='■* "iw^r'}  ■■■■' 

.  points  où  la  courbe  touche  la  circonférence  r^  répon- 
nt  aux  valeurs 

r  3»r 


ient  6",,  &„■  ■  ■   les  valeurs  correspondantes  de  6;  nous 
rons 

{'."•-  ■     )  \^''-  •■  J 

i  points  tels  que  M,  sont  ceux  où  d6  change  de  signe, 
:st-à-dire,  d'après  la  formule  (5),  ceux  pour  lesquels 

la  répond  ans  valeurs 

=  j.rco»j,    ,  =  .-iarccosl,    ,  =  ,  +  iarcoos  J,  •.■, 

l'on  calculera  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  6 
r  la  formule  (7)5  l'angle  M,OMt  est  égal  à 

courbe  no  se  composera  doue  d'un  nombre  limité  de 

rlîes  telles  que  M|,M»M(,  que  si  —  est  cominensu- 

.)e. 

1"  k<^i.  —  Dans  ce  nouveau  cas,  nous  supposerons 


APPLICATION    DU    CALCUL    IITTÉGRAL.  817 

d'abord  a  positif^  nous  écrirons  l'expression  de  dA  comme 
il  suit  : 


a 
r 


M  =  ±  ==:^====r  dr\ 


V/(-l^)(^-7é-.) 


pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait 


Traçons  (/?§".  52)  la  circonférence  OMo  de  rayon  7* 

Tous  les  points  de  la  courbe  seront  extérieurs  à  cette  cir- 
conférence \  la  courbe  part  de  M^  où  elle  est  tangente  à  la 

Fig.  5a. 


circonférence  5  d^  est  d'abord  négatif^  9  diminue  jusqu'à  ce 
que  r  atteigne  la  valeur  -79  laquelle  est  supérieure  à 


n  I  — ♦-  A" 

nous  obtenons  ainsi  la  partie  M^Mi  tangente  en  Mj  au 
rayon  vecteur',  r  continuant  à  croître,  0  croit  toujours. 
Pour  r  =  00  ,  6  est  infini,  car  l'intégrale 


»  a 


'-  ' 


,    '•\/('"TTî)('*t47) 


I-+-A 


1.  N 


3l8  TROISIÈBCE   PÀB.TIE. 

est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que 


f  ~    dr 
J    a     "^ 


H-* 


et  cette  dernière  est  infinie. 

La  courbe  est  donc  en  forme  de  spirale  (Jig»  53) 

Fig.  53. 


Si  a  est  négatif,  posons  a  =  —  a',  et  nous  aurons 


a' 


' — 7 dB=z±: dr. 

n 


\^héj)['-éi) 


a' 


On  devra  avoir  r'^ r:  ici  6  croit  sans  cesse  :  on  a  la 

spirale  ci-jointe. 

Revenons  au  premier  cas,  et  cherchons  la  longueur  S  de 
rarcMoMjM4;  on  a 

ds^=dr*-\-r^dQ\ 

OU,  en  remplaçant  dO  par  sa  valeur  (a). 

rdi 


sj/i^—ids=z 


s/{--j^)[t^,-) 


1 


APPLICATION    DU    CALCUL    IN^TÉGRAL.  SlQ 

en  introduisant  Tangle  9,  on  a 

K   "—"  I 

donc 

S=  j     /       (^  — C0S2f)^f=  5- 


Remarquons  enfin  que,  pour  /r  =  i , 

^iad^= 


V^'-f 


«11, 


r  varie  de  -  à  TînAnî;  on  a  encore  une  spirale,  analogue  à 


2 


Tavant-dernière^  en  écrivant 


d9=    .  -+- 


sjiar — à>  I         [a         \ 


on  voit  qu  on  aura 


6  —  0«=: h  arc  sin  ( 1  |  • 


-(7-) 


Cherchons  [fig-  54  )  la  développée  de  notre  courbe  dans 
le  second  cas ,  lorsque  k  est  plus  grand  que  1 .  Soit  C  le 


centre  de  courbure  qui  correspond  au  point  M,  et  soient 
r'  et  6'  les  coordonnées  polaires  du  point  C5  Fangle  ACB 


320  TROISIÈME    PARTIE. 

sera  désigne  naturellemenl  par  Y',  et  Ton  aura 

sinV'=    ^ 

Nous  parlons  de  la  formule  rfO  =  —  '  ?  d'où 

nous  tirons 

Ar  —  a 
tang  V  =2  » 

Ar  —  <i  =  /  sin V, 

V^/-* —  (/-r—  ay  =:  rcosV. 

Le  triangle  OMC  nous  donne 

sinV cosV 

(8)  ■     -^-^^' 


r'sinV'==:  rcosVzL-  ^r* —  (^r  —  a)». 

Le  même  triangle  nous  donne 

OC*  =  OM*  -*-  CM»  —  ?.  OM .  CM  cos  OMC 


OU  bien,  comme  CilVi  ==  -r-  =  -» 

/'  A' 

r'^zzi/'^-f--  — — -sinV, 

A"^  A- 

(9)  \  /•'/''»=f»(n- A'»)  — 2Âr(/T~a), 

^V2=  — r»(X^»—  i)  -h  aa/r. 

En  éliminant 7'  entre  les  équations  (8)  et  (9),  et  remplaçant 
8in  V    par  --  1 

r'^dB'  ,-— . 

yjdr'^-hr'UlB'^ 
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et  l'on  jen  conclut 


(to)  d6'= ^,  rfr'. 


Or  réquatîon  diflerentielle  d*une  épîcycloide  engendrée 
par  un  poînt  d'un  cercle  de  rayon  J,  roulant  sur  un  cercle 
de  rayon  /,  est,  comme  on  Ta  déjà  vu,  problème  40  de  la 
troisième  Partie, 


(II)  d^'^l21± ^  -rlr\ 

et  les  équations  (lo)  et  (ii)  seront  identiques  si  Ton  prend 

/-H  2b=z rrr^ 

V/X^  —  I 

Donc  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  p  =^  r^  où.  k  est 

plus  grand  que  i,  est  l'une  des  développantes  d'une  épi- 
cycloïde  dans  laquelle  le  rapport  du  rayon  du  cercle  mobile 

au  rayon  du  cercle  fixe  est  -  (  •  — 


Problème  n^  45. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  du  rayon  vecteur, 

r»        rdr         „   ,       ^         a?dr 
0  =  —  =  -—-  )      d  ou     dp-=i  — -- . 

a?        dp  '^  '        r^ 

T.  —  Rec,  21 


a  TROISIEME    PARTIE. 

tégrant  et  désignant  la  constante  par  aJ,  il  vient. 
a'  r'J9 

tire  de  là 


^vR^^ 


bien 

>us  sommes  conduits  à  une  intégrale  elliptique;  nons 

Ions  chercher  néannioins  à  nous  rendre  compte  des  di- 

rses  formes  de  la  courbe,  suivant  les  valeurs  de  la  cod- 

inte  arbitraire.  Considérons  les  deux  équations  du  second 

gré 

)        r'+lbr — fl'^o,  (3)      r'— aér+a'^o; 

première  a  toujours  ses  racines  réelles,  l'une  positive, 
lUtre  négative  :  nous  les  représenterons  par  r,  et  — rji 
seconde  n'a  ses  racines  réelles  que  dans  le  cas  où  b*  est 
us  grand  que  a*;  elles  sont  toutes  les  deux  positives  ou 
igatives  si  b  est  positif  ou  négatif.  Soient  ces  racines  r, 
i\;  posons,  en  outre,  r^^  —•  Nous  sommes  amenés  à 
stinguer  plusieurs  cas. 
Premier  cas  :  i*  |>  o*  et  i  ^  o.  —  Nous  avons  donc 

(/■.=  -*  + ^/^MTèi  j  ^._^,  +  ^/ïi■=^^,    ''~^' 

expression  (i)  de  d$  va  s'écrire 


r.){r-r.){r-r,]lr-.,.) 


l 
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Rangeons  les  quantités  r©,  /'g 5  ''35  ''*  par  ordre  de  grandeur^ 
on  a 

nb  ib^ 

r^  —  n=^{ib^^à'—  ib  sjb^  —  a^)  =  ~  (^6^3r^2_  ^)». 

nous  avons  donc 

L'expression  (5)  de  rfô  ne  sera  réelle  que  quand  r  sera 
compris  entre  i\  et  r^  ou  bien  entre  r*  et  -|-  00  .  Traçons 
donc  les  circonférences  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayons  Tj,  To,  /'s  et  i\  \  une  partie  de  la  courbe  sera  comprise 
entre  la  première  et  la  troisième  de  ces  circonférences  \  une 
autre  sera  entièrement  extérieure  à  la  quatrième.  La  courbe 
sera  tangente  aux  circonférences  Tj,  rg  et  r*  aux  points  où 
elle  les  rencontre  \  elle  sera  tangente  au  rayon  vecteur  aux 
points  où  elle  rencontre  la  circonférence  Tq.  Partons  de 
r  =  i\\  supposons  que  pour  cette  valeur  0  soit  nul,  et  pre- 
nons le  radical  avec  le  signe  -{-  \  la  valeur  de  dB  est  négative 
tant  que  r  est  inférieur  à  i\  \  donc  0  est  négatif  et  décrois- 
sant. Pour  /'=:ro,  0  est  un  minimum*,  r  continuant  à  croître, 
d^  devient  positif,  0  croît  ^  quand  r  a  atteint  la  valeur  Tj,  il 
doit  décroître  5  le  radical  et  dr  changent  de  signe  ;  0  aug- 
mente toujours  jusqu'à  ce  que  r  repasse  par  la  valeur  i\^ 
après  quoi  0  diminuera.  Nous  obtenons  ainsi  la  courbe 
MoMiMjMsM*.. .  [fig'  54),  composée  en  général  d'une 
infinité  de  parties  égales  entre  elles. 

Faisons  maintenant  varier  r  de  r*  à  -I-  00  •,  nous  pren- 
drons encore  6  =  0  pour  r  =  7*4  -,  ô  croît  sans  cesse.  A-t-il 
une  limite  finie  pour  r  infini,   c'est-à-dire  l'intégrale 

J'  —  ^  ^^  est-elle  finie  ?  Cette 

T.  —  Rec,  21. 


i  ■    •••      -♦^^ 

«4     *     ^N.^ 
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intégrale  est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que  / 

Cette  dernière  étant  finie  {fig.  55),  fl  tend  vers  une  limite 

Fî(j.  55. 


finie  a\  il  y  a  lieu  de  clierclier  si  la  courbe  a  une  asym- 


d^ 


ptote;  il  faut  voir  si  r*  —  est  fini  pour  r  infini.  Or 


d^ 


7.hr[r  —  r.) 


dr        ^(^4.r.)(r-r,)(r-r,){r-r,) 

et  cette  expression,  pour  r  infini,  est  égale  à  2 &.  Il  y  a  donc 
luie  asymptote  située  à  la  distance  ai  de  l'origine.  Remar- 
quons qu'on  a  2  i  ^  r4  ;  nous  avons  ainsi  la  branche  infinie 
NoNi.  Si  nous  avions  pris  le  radical  avec  le  signe  — ,  nous 
aurions  eu  la  branche  égale  NoN^. 

Deuxième  cas  :  i* ]> a'  etb<^o.  —  Dans  ce  cas,  r©,  /j 
et  /'4  sont  négatifs.  Faisons  r©  =^ — '*i ,  /'»  = — ''i  ?  ''4  == — i*\t 


j 
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SaS 


et  nous  aurons 

dO  _ 

2^~ 


(r-f-r;)^/- 


r  variera  de  7*2  à  4-  00  ^  la  partie  MqMi...  de  la  courbe 
n'existera  plus  5  il  restera  une  courbe  à  branches  infinies 
avec  asymptotes,  tout  à  fait  analogue  à  la  courbe  NiNoN,. 

Troisième  cas  :  h^  <^a}  et  b  ^  o.  —  Ici  les  racines  r» 
et  ri,  sont  imaginaires.  Faisons  (r-f-Ti)  {r — r^)  (/• —  r4)  :=  R  : 
R  sera  toujours  positif^  nous  aurons 

dB  (r — ro)dr   ^ 

7'  varie  de  r,  à  -4-  00  en  passant  par  Tq  ]  0  est  négatif  et 
décroissant  tant  que  r  est  plus  petit  que  r©;  il  est  crois- 
sant pour  r^/'oi  il  y  a  encore  une  branche  infinie  avec 
une  asymptote.  Nous  obtenons  ainsi  la  branche  MoMiMj 
(Jig*  56),  que  nous  compléterons  par  la  partie  symétrique 
de  la  précédente  par  rapport  à  Ox. 

Quatrième  cas  :  b^  <^a^  et  b<^o,  r^  devient  négatif, 

Fig.  56. 


r  varie  encore  de  /'j  à  H-  00  ,  mais  sans  passer  par  r^  5  la 
boucle  du  cas  précédent  disparait,  et  il  reste  seulement 
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ne  courbe  à  branches  infinies,  telle  que  la  courbe  N,  N^N, 
II  premier  cas. 
Cinquième  cas  :  b^-h  a.  —  L'expression  /■' — air+a' 
it  un  carré,  et  l'on  trouve 


r{r~a]^[r^r,)[r-r,] 


'1  =  «(V'2  — '). 

{yfi  —  i)  <|-<[a;  r  varie  de  r,  à  4-qo  ;  maïs  S,  qui  croît 
int  gue  r  est  plus  petit  que  -i  qui  décroit  ensuite,  &  de- 
îent  iafini  pour  r  =  a.  L'intégrale 


il,  en  effet,  infinie.  La  courbe  {Jîg.  5^  )  est  donc  asymptote 
Il  cercle  t=  a. 

Fie-  S,. 


En  construisant  la  courbe  représentée  par  l'équation 

6  =  20  /    ' ,     '        =, 


'    / 
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OÙ  r'  est  plus  grand  que  «,  et  r  varie  de  r'  à  H-  oo  ,  on  aura 
encore  une  branche  infinie  avec  asymptote. 

Sixième  cas  :  b  =  —  a.  —  Alors 

{2ar-{-  a^)dr 
d9  = ^ — —       ^  ; 

r  varie  de  r^  à  H-  oo  ,  9  croit  sans  cesse  ^  on  a  une  branche 
infinie  analogue  à  la  branche  NqNi  du  premier  cas. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  cas,  Tintégration 
peut  s'eflfectuer. 

Revenant  à  Téquation  (i),  supposons  b  =  o\  nous  trou- 
verons 

d&  z=  — Z=Z=^  = 

ou  bien 


dB  = 


V'-iW 


on  en  tire,  en  intégrant, 

2(0  —  ôo  )  =  arc  CCS  ~  9 


a} 


a} 


7.»  —^ j 

C0S2(ô —  00  ) 

ce  qui  est  Téquation  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le 
demi -axe  trans  verse  est  a. 


Problème  vfi  46. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour* 
bure  est  im^ersement  proportionnel  au  rayon  vecteur. 
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donc 

it  et  désignant  la  constante  par  —  y  il  vient 


-       Za' 

^dr'-hr'iJS 

delà 

di  = 

_j_ 

r'  +  5«' 

'h' 

■r'-lr-+if] 

— h 

(r'+aS'l* 

ilème  est  ramené  aux  quadratures.  Bien  que  nous 
sions  pas  intégrer,  nous  allons  chercber  à  nous 
compte  des  formes  diverses  que  peut  prendre  h 
suivant  les  valeurs  de  la  constante  arbitraire  b. 


■ium  4^'  ■+■  27^'  est,  pour  les  deus  équations  P=o 
o, 

io8(ô'M-<j')     et     108(6'— a*]. 

:onclut  que  l'équation  P  =  o  n'a  jamais  qu'unu  ra- 
ille, qui  est,  du  reste,  de  signe  contraire  à  celui  de 
lation  Q  ;:^  o  n'aura  non  plus  qu'une  racine  réelle 
gne  contraire  à  6  si  l'on  a  6'  _V>  l' i  elle  aura,  au 
■e,  ses  trois  racines  réelles  si  b°  est  plus  petit  que  a', 
cines  positives  quand  b  sera  positif,  une  seule  racine 
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positive  quand  b  sera  négatif.  Nous  sommes  ainsi  conduit 
à  distinguer  plusieurs  cas. 

Premier  cas:  b^^  a^  et  b  <^o.  —  Si,  avec  è*  ^  a',  on 
avait  i  ]>  o,  l'équation  Q  =  o  n'aurait  qu'une  racine  réelle 
et  négative,  de  même  que  Téquation  P  =:=  o  ^  la  quantité 
placée  sous  le  radical  serait  négative  et  la  valeur  de  dd  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  positives  de  r;  avec  è*  ^  a*, 
nous  prendrons  donc  è  <^  o  ;  les  équations  P  =  o  et  Q  =  o 
auront  chacune  une  racine  positive.  Soient  r'  la  première, 

/■'Ma  seconde-,  posons,  en  outre,  To  =  —  iv^2.  Je  dis  que 
r"  est  plus  grand  que  r'\  car,  si  l'on  substitue  ;•''  dans  la 
valeur  de  P,  en  tenant  compte  de  la  relation 

r*'»— 3«'r''4-2*»  =  o, 

on  aura  le  résultat  positif  6a* r'';  r'^  et  zéro,  substitués  dans 
P,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  •,  la  racine  /'' 
est  donc  comprise  entre  zéro  et  r".  Je  dis  maintenant  que 
To  est  compris  entre  r'  el  r'':  en  effet  les  résultats  de  la  sub- 
stitution de  To  à  la  place  de  r,  dans  P  et  Q,  sont  respective- 
ment -I-  3  a' 7*0  et  —  3a*ro^  nous  avons  donc 

et  l'expression  (i)  pourra  s'écrire 

R  désignant  une  fonction  de  /'  qui  reste  positive  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  r.  Nous  voyons  que  r  doit  être  com- 
pris entre  r'  et  r''.  Partons  de  r  =  r',  prenons  0  =  o  et  le 
radical  avec  le  signe  -f-  ;  r  augmentant,  6  diminue  -,  pour 
r=:  /"o,  0  est  un  minimum^  /•  augmentant,  Q  augmente ^  r, 


•if 
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ayant  atteint  r'',  doit  diminuer;  6  augmente  encore  et  ne 
recommence  à  diminuer  que  quand  r  repasse  par  la  valeur 
l'o  \  il  diminue  jusqu'à  ce  que  r  revienne  à  sa  valeur  ini- 
tiale r'.  La  courbe  aura  donc  une  forme  analogue  à  celle  de 
la  courbe  MoMiMj... ,  discutée  dans  le  premier  cas  du 
problème  précédent. 

Deuxième  cas  :  b^  <Ca^  et  b^  o,  —  L'équation  P  =  o 
n'a  pas  de  racine  positive,  Téquation  Q  =:rr  o  en  a  deux^ 
désignons-les  par  j\  et  r,,  et  supposons  f\  <  r^  \  l'expres- 
sion de  dd  deviendra 

Ri  désignant  une  fonction  qui  reste  positive  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  r.  Nous  voyons  que  /•  ne  peut  varier 
qu'entre  les  limites  i\  et  r,,  mais  que,  dQ  ne  s'annulant 
plus,  Q  va  toujours  en  croissant.  On  a  une  courbe  [fig-  58) 
telle  que  Mo  M,  MjMs. . . . 


Considérons  en  particulier  le  cas  de  b=^o\  l'expres- 
sion (i)  de  rfÔ  va  nous  donner 


i^"' 


rdr  2      3  a 


S 


V'-lsT.) 


APPLICATION    DU    CALCUL    INTÉGRAL.  33 1  ' 

en  intégrant,  nous  trouverons 

2(0  — -ôo)  =arcsin;^— ;, 

r^=  3a*sin2(ô  — 0«), 

équation  d'une  lemniscate. 

Troisième  cas:  b^<^a^  et  b<^o,  —  Dans  ce  cas,  les 
équations  P  =  o  et  Q  =  o  ont  chacune  une  racine  positive. 
Soient  ces  racines  r\  et  r[,  r\  <^r\\  nous  aurons 


/•»  —  r} 


dQ=2± —  "  ///, 

R j  étant  positif  en  même  temps  que  r  ^  la  courbe  est  du 
même  genre  que  dans  le  premier  cas. 

Quatrième  cas  :  b  =  —  a.  —  L'équation  Q  =  o  a  deux 
racines  égales  à  —  a,  et  Ton  a 

7^       _i-  i^^  —  ià^\dr 

r{r-ha)  yj[r^-ir  3a^r — 2a')(2a  — /*) 

r  doit  être  compris  entre  la  racine  positive  de  Téquation 

P =0  et  2 a 5  rfô  s'annule, dans  cet  intervalle,  pour  r=za^2: 
on  rentre  encore  dans  le  premier  cas. 

Problème  n»  47. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rajon  de  cour- 

3 
bure  est  proportionnel  à  la  puissance  -  du  rayon  vecteur, 

».  _ 

f'         rdr         ,  /a   , 

si  a         dp  \   r 

d'où,  en  appelant  b  la  constante, 

p  =  2  ^ar  -f-  b  ; 
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on  en  déduit 


^ô^-f-        ['^\lar-\-h)dr 


€/0=± 


(2  ^'ar-h  b\dr 


r\{r-^  2  sjar  H-  6)  (/•  —  2  ^ar —  b) 
0)    (rfe  =  Hr-  {:>.sf^r+b)dr 


rsi[[,jr+^af-[a-b)\[{fr-sf^)'-[a+b]\ 

(iJar-^  b)  — 


4 


{j/r  —  \fâ  -\-  ^a  -{-  b)  [^  —  ^  —  ^a  -h  b)_ 


du,  en  faisant  r  =  z*,  a=:a*»  a  —  i=r:|3*,  a-f-i  =  y*,  d'où 

(2az  -f-  a'—  p')<iz 
3^(z-ha-f-p)(zH-a—  p)(z  —  a-h7))(z  — a  — 7) 


^Ô=zfc2 


Nous  laisserons  au  lecteur  la  discussion  de  la  courbe;  nous 
nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de  i  =  o  ;  réquation(i) 
.  devient,  après  réduction. 


2  \jadr  ,      0  —  ô. 


t/0  =     ^^ '  _  5      d'où      --     --  =  arctang  i  /  — j-^ 

d'où 

4^ 


cos^ —   — 


> 


équation  d'une  parabole  ayant  l'origine  pour  foyer  et  8fl 
pour  paramètre. 
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Problème  n^  AS, 

On  trace  sur  un  cylindre  de  rés^olution  une  courbe  dont 
la  première  courbure  est  constante;  trousser  ce  que  dey^ient 
cette  coube  quand  on  étale  le  cylindre  sur  un  plan. 

Prenons  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 
la  base  pour  plan  des  xj.  Soient  a  le  rayon  de  la  base  du 
cylindre,  ka  le  rayon  constant  de  la  première  courbure  de 
la  courbe  considérée,  o:,  j^,  z  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe,  et  a  Tare  de  la  circonférence  de 
la  base  du  cylindre  compris  entre  Taxe  des  x  et  le  point  x^ 
Y\  nous  aurons 


(.)  ka  = 


or  .     (T 

x  =  a  cos  -  >      r  =  a  sm  -  » 
a  a 

ds* 


y/[d^j:Y^{dyY-\-[d^zY—{d'sY 
Prenant  a  pour  variable  indépendante,  je  trouve 


dx              .    ff 
-r-  —  —  sm-î 
dfT                   a 

d^x             I         ff 

-r--   — ces  >  7 

d(j^             a        a 

dy                   (T 
-V-       -1-  cos  -  j 
d(r                  a 

d^r             I    .     <T 

— -  — sm  - , 

d(7^              a        a 

m 

dz  d^z 

ds        ,   /         dz^ 

d^s            de  da^ 

da        \          dG' 

dts^             1         dz^ 

V'+5.' 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il  vient,  après  ré- 
duction, 


/         dz'  Jd^^y 
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-^=\/(-S)[(-S)"-'-] 


Remarquons  que,  quand  on  étale  la  surface  du  cylindre 
sur  un  de  ses  plans  tangents,  a  est  l'abscisse  et  z  rôrdonnée 
d'un  point  quelconque  de  la  transformée  de  la  courbe-,  nous 
allons  construire  cette  transformée.  L'équation  (2)  est  de 
la  forme 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  pour  intégrer,  on  pose  —  =  a^ 

.  .  dz 
nous  ferons  ici  —  =  tanga;  a  sera  l'angle  que  fait  la  tan- 

gente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  abscisses^  l'équation  (a) 
deviendra 


doL 


ha  -j-  cosa  =:  ^i  —  /•*  cos*a ; 
da 

nous  aurons  donc 

(  3  )      d(T  =     .  da     et     dz  z=  -^:z==  «a. 


V^i  —  X*'cos*a 


y/i  —  X^^cos^a 


On  est  conduit,  comme  on  voit,  à  des  intégrales  elliptiques. 


Fig.  59. 


A' 


S 
6 

^ 

M" 

V         ^ 

J 

0 


néanmoins  on  peut  discuter  aisément*,  nous  distinguerons 
trois  cas  : 
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I**  A-<[  I  [fig'  59'),  OU  le  rayon  constant  de  la  première 
courbure  plus  petit  que  le  rayon  du  cylindre. 

Dans  les  formules  (3),  le  radical  est  toujours  réel  ;  par- 
tons de  a  =  G  et  prenons  a  =  o,  z  =  o,  ce  qui  ne  changera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe^  la  courbe  passe  donc  au 
point  O  où  elle  est  tangente  à  Oo";  a  augmentant,  a  et  z 

d(j        dz  •  •/»     T*  ^    ^^ 

augmentent,  car  ;7-  et  ~  sont  positifs.  Pour  a  =  -»  —  =  o, 
la  tangente  est  parallèle  à  O^;  à  partir  de  là,  a  décroît,  car 
-7-  est  négatif  5  en  B  la  tangente  est  parallèle  kOx.  En  fai- 
sant varier  a  de  tt  à  stt,  on  trouverait  la  partie  BA'O  symé- 
trique de  BAO  par  rapport  à  Oy,  Soient  a'  et  a'''  deux  va- 
leurs de  a  dont  la  somme  égale  1 80  degrés 

On  voit,  par  la  décomposition  des  intégrales  définies  en 
éléments,  que 


dcL 

^ 

ces*  a 


/*  "     kacosoidx     /**      ^acosa 

Jq      ^i — A*cos*a        t/o      \/i  —  k^c 

r^'   Âasinada  Ç""     Xasina^a      /*^     haûiicidot. 

Jo      sll  —  /-^cos^a        Jq     i/i  — A^cos^a  Jq     i/i~A'cos*a 


ce  qui  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
la  droite  AA'j  elle  Test  déjà  par  rapport  à  BB'^  donc  elle 
admet  pour  centre  le  point  C. 

2°  h'^i^  ou  le  rayon  constant  de  la  première  courbiu'e 
plus  grand  que  le  rayon  du  cylindre. 

Faisons  cos'ao=  t»  et  nous  aurons 

A' 

,.  ,  flfcosa  aûnoLdoL 

\  4.  )         ao"  =  -  aa,      dz  z=z  ■  • 

y  ces*  ao  —  CCS*  a  y  ces*  a^  —  ces*  a 
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Remarquons  d'abord  que  ces  équations  sont  satisfaites  par 
a  =  a^^  qui  donne  rfa  =  o  ;  nous  trouvons  donc  déjà  comme 
solution  l'hélice;  on  sait,  en  effet,  que  le  rayon  de  sa  pre- 
mière courbure  est  constant. 

Nous  voyons  (Jig.  60)  que,  dans  les  formules  (4),  le 


radical  ne  sera  réel  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
entre  «o  et  tt  —  «o  et  entre  tt  4-  a©  et  2 tu  —  a^. 

Partons  de  a  =  «o^  et  prenons  en  ce  point  a  =  z  =  0'^ 

a  augmentant,  a  et  z  augmentent-,  pour  a  =  ->  la  tangente 

est  parallèle  kOz*^  nous  obtenons  ainsi  la  partie  OAi  de  la 

» 

courbe.  Les  valeurs  de  a  comprises  entre  -  et  tt  —  a©  iious 

donneront  la  partie  Ai  B^  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à  A^Ci.  Si  Ton  fait  varier  a  de  tt  -|-ao  à  2  7r  —  a^, 
on  obtiendra  un  arc  de  courbe  égal  à  OAi  Bj ,  mais  tour- 
nant sa  concavité  vers  les  abscisses  positives.  On  peut  le 
placer  arbitrairement,  puisque,  entre  les  valeurs  tt  —  «o  et 
TT  -f-  «0  de  a,  (7  et  z  ont  cessé  d'être  réels  ;  nous  le  placerons 
de  manière  qu'il  fasse  suite  au  premier,  et  nous  aurons 
ainsi  construit  la  courbe  OAi  Bj  A',  Ei ,  qu'on  peut  d'ailleurs 
répéter  indéfiniment. 
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3°  A  =  1 5  OU  le  rayon  de  la  première  courbure  égal  à 
celui  du  cylindre  -,  on  a  ici 


(5)       dc=  - 


a  CCS  a 


ùina^i  -4-  ces* a 


<fa,      dz  = 


a 


sji  -|-cos*a 


do.. 


On  peut  ejffectuer  l'intégration  pour  ce  qui  concerne  d(j\ 
en  effet  on  peut  écrire 


da-^=.  —= 


£?sina 


sma  1/  I sin'a 


rf- 


sina 


V  sin'a        a 


d'où 


4/2        \  sin  a        y   sm^  a        2  / 


14- 


=  — --=log 

^2 


y  '-^sin'« 


sina 


je  n'ai  pas  ajouté  de  constantes^  cela  ne  change  rien  à  la 
forme  de  la  courbe.  Pour  a  =  o,  (T  =  —  00  ,  et  Ton  peut 
prendre  ^  =  o  ;  a  augmentant,  a  et  z  augmentent  jusqu'à  ce 

qu'on  ait  a  =  -•  Nous  obtiendrons  la  courbe  KHL  {fig*  61) 


Fig. 

61. 

% 

L                     — -.^^^^ 

M 

y" 

K 

-^ 

^ 

ayant  deux  asymptotes  parallèles  dont  Tune  est  Taxe  0(7. 


T.  —  Rec^ 


22 


(•) 
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Problème  n«  49. 


Sur  un  cylindre  de  rés^olution,  on  trace  une  courbe 
dont  les  plans  osculateurs  coupent  la  surface  sous  un 
angle  constant;  on  demande  ce  que  devaient  cette  courbe 
quand  on  dés^eloppe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Prenons  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 
sa  base  pour  plan  des  xy  \  soient  a  le  rayon  de  ce  cylindre, 
i  l'angle  constant,  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  a  l'arc  de  la  base  du  cylindre  compris 
entre  la  projection  de  ce  point  et  l'axe  des  x^  \  fx,  v  les 
angles  que  fait  avec  les  axes  l'angle  du  plan  osculateur  \ 
nous  avons 

ces/  =  cos> cos  — h  cosu  sIh  -» 

a  *^        a 

COS>  COSfX  cosv 


dyd^z  —  dzd^y        dzd^x — dxd^z       dxd'^y  —  dyd^x 

cos/ 

cos  -  [dyd^z  —  dzd^y)  -f-  sin  -  (dzd^x  —  dxd^z) 
a^  'a  ' 


^{dyd^z  -^  dzd^yy-^  [dzd^x  ^  dxd'z^-h  [dxd^y  —  dyd^x  ' 

La  dernière  équation  donnera  la  solution  quand  on  y  aura 
remplacé  a:,j^,  z  par  les  valeurs  suivantes  : 

x-=.  a  cos  —  5      r  =  a  sm  —  • 
a  a 

Faisons  le  calcul  en  prenant  a  pour  variable  indépendante  \ 
nous  trouverons 


ax              .    ff 
-7-  —  —  sin-, 
czo-                  a 

d^x             1         0- 

TTT  = COS-» 

dy                 0- 

-r-          -4-  COS  -  j 

da                  a 

d'y  I  .  <r 
da              a       a 

d'où 


APPLICATION    DU    CALCUX    INTÉGRAL. 


dy  d^z        dz  d^r  c  d*z        i    .    a  d^z 

—  ces : 1 —  sin  -  -—  j 

a       a  d(r 
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d(j  da^         d(j  dfj^ 
dz  d^x        d.x  d^z 


a  da* 
ff  d^z 


r=sm  — 


d(T    da"^         d(j   da^ 

dx  d^y        dy  d^x         l 
d(T  da^         d(T  da^         a 


I         (j  dz 
CCS-  --♦ 

a  dar        a        a  drj 


L'équation  (i)  deviendra 


COSi 

"dH 
1? 


//^'^y       i    dz^         I 


On  en  tire 


d'z  I 

«tang.-  — ^y' 


dz" 


OU,  en  introduisant  le  rayon  de  courbure  p  et  l'angle  a  que 
fait  la  tangente  avec  l'axe  des  abscisses, 


P  = 


a  tang/ 
cos*.a 


Or,  dans  le  problème  1  de  la  troisième  Partie,  on  a  vu  que 
cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Donc  le  dévelop- 
pement de  la  courbe  considérée  est  une  chaînette  dont  l'axe 
est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 


Problème  ii«  80. 

Trousser  les  trajectoires  sous  un  angle  constant  a  des 
méridiennes  d'une  surface  de  rés^olution. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de  révolution  et  l'équateur 
pour  plan  des  xy  •,  soient  r  la  distance  à  l'axe  d'un  point 
quelconque  de  la  surface,  Q  l'angle  que  fait  le  méridien  de 

22. 
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point  avec  le  plan  des  xz,  on  aura 

x^^rcoiB,     j-^rsin9,     z^f[r], 

supposant  que  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  dans 

plan  des  zx,  soit  z  =  <^{x). 

Pour  avoir  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 

coordonnées  la  tangente  à  la  méridienne  passant  par  le 

int  considéré,  il  suffit  de  dilTérentier  les  formules  (i) 

is  faire  varier  0.  Soient  ces  cosinus  ï,  fx,  v  ;  nous  trou- 

rons 


COSSi^r        siaSdr        f'[r)dr        dr\/i-\- ^''{r\ 


S  cosinus  X',  fi',  v'  des  angles  correspondants  pour  la  tra- 
toire  sont 

y  _  ^  , ^        ,  ^ 

ds'       ^~  ds'  ds' 

us  aurons  donc 

cose*£r -1- wnflrfy -I- o'[/-)rfs 
■ '  '  ' — =cos«. 

,  en  diflférentiant  les  équations  (i)  et  faisant  varier  r 
9,  on  a 

(fc^cosSrfr  —  i-sinOf/O, 

dy  =  MnSJr  +  rcosOf/9, 

dz-=f'[r]dT, 

ds  =  \/[l-hf"{r]]dr'+r'd6'. 


/* 


'       /, 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  elle  devient 


v/lH- <p'^  ( /•)  ^A  =  cosa  v/[  I  4- 9'=»  (  /  )  Jrf/' ^ -f- /  »6?0*, 

ou 

(3)  d^=  tangce  —  v^i-+-/2(/'). 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  fonction  y  sera  donnée  ^ 
l'équation  (3)  fera  connaître  6  en  fonction  de  r,  c'est-à-dire 
Téquation  en  coordonnées  polaires  de  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  Féquateur. 


APPLICATIONS, 

1**  Trouvfer  les  trajectoires  sous  l'angle  constant  a  des 
méridiennes  d'un  tore  circulaire.  Peut -on  déterminer 
l'angle  a  de  Jaçon  que  les  projections  des  trajectoires 
sur  Véquateur  soient  des  ellipses? 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  générateur,  l  la  distance  de 
son  centre  à  Taxe  \  la  fonction  y  est  ici 


réquation  (3)  de  Texercice  précédent  devient 


dr 
J()  =  Rtîinga 


ce  que  Ton  peut  écrire 

r 
^fO=:  — Rtanga 


v'-(^)-(-^)' 

Supposons  /^R,  c'est-à-dire  que  la  surface  ne  rencontre 
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pas  l'axe ,  nous  aurons 

-cota</ô=  — 


R 


/      //»— R»  I      ly 


•      .   / 


et,  en  intégrant, 


i— g —  cota  (  9  —  Oo)  =  arc  cos  [—^ g  1 


/»— R» 


^-— COta(ô—  %)  j 


/-f- 


expression  de  la  forme 

P 


I  -+-  ^cosm(ô  —  ôa) 


Ces  courbes  seront  des  ellipses  ayant  Torigine  pour  foyer 
quand  on  aura 


tfoù 


m  =  i      oubic»     ï_ — ^cota  =  i, 

R 


tanga  =  :^-lAS 
R 


ce  qui  montre  que  T  angle  a  cherché  est  le  complément  de 
la  moitié  de  l'angle  sous  lequel  le  cercle  générateur  est  vu 
du  centre  de  la  surface. 

Dans  le  cas  ou  ^<R  on  trouve,  en  faisant  71=  - — -  —  cota, 

R 


2 


v/r^—  / 


R'  2/ 


Enfin,  pour  /  ==  R,  on  a 

2R 


i-i-cot»a(0  — 0.)* 
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!i°  Quelle  doit  être  la  méridienne  de  la  surface  de  ré- 
i^olution  pour  que  les  trajectoires  sous  l'angle  constant  a. 
des  méridiennes  se  projettent  sur  l'équateur,  suivant 
des  paraboles  de  même  paramètre  ayant  l'origine  pour 
foyer? 

Reprenons  l'équation 
[a]  c?ô=rtanga  —  \ji  -f-  ^'^[r)\ 


nous  devons  avoir 


7 

CCS* 


d'où 

ô  =  2  arc  cos^'  r  ^  -h  Ob, 


1      ± 


dQ  =  q^ 


)/r  —  q 


Portait  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  nous  aurons 

C 

SJT  —  q 


'w=v4t^^ 


donc  la  méridienne  sera  définie  par  l'équation 


i  /  sin^a 

V        X  —  q 


'  dx  1         X  —  q 


n  est  aisé,  en  partant  de  là,  de  montrer  que  la  méri- 
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diouue  est  une  cycloïJe.  Prenons  [fig^  62},  en  effet, 


0A  =  o,      OB  =  ^-V->     d'où     ABr=ycot^a, 

BC  =  BC'= -fl'cot'a. 
2 


Je  dis  que  la  méridienne  est  la  cycloïde  engendrée  par  le 


cercle  de  diamètre  AB,  roulant  sans  glisser  sur  la  droite  CC. 
Pour  cette  courbe,  on  a,  en  effet, 


~z=tangMIH==:  — ^V__ 


=s/ 


HK 

m 


ou 


dx 


sin*a 


—  X 


X  —  q 


Pour  chaque  valeur  de  a,  on  trouverait  une  cycloïde  dif- 
férente pour  méridienne  de  la  surface. 
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Problème  n°  51. 

Trousser  les  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  cour- 
bure principciûx  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

Cette  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre, 
à  angle  droit,  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  et  s'appuie 
constamment  sur  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre.  Elle  a 
pour  équation 

z^=  a  arc  tang  — 

Mb 

ou,  en  introduisant  les  variables  auxiliaires  p  et  co,  coor- 
données polaires  sur  le  plan  des  x/^ 

a?=pcos»,     ^  =  psinw,     z  =  ati. 
L'équation  dîjBférentielle  des  lignes  de  courbure  est 

/  V  d.T  -hpdz  djr  -^  qdz 

dp  dq 

On  trouve  aisément 

aûxitù  acostù 

e  ? 

et  l'équation  précédente  devient 

—  p//.pcos6i  + a'sinb>e/u  ^  p^.psinu  +  ^'cosu^/o» 

sinoi»                                        cos&> 
pd pd 

9  ^       ? 

En  simplifiant,  on  trouve 

ûrp»=(p»H-«ï')rf«», 

d'où 

y'p'  -h  a^ 


1 
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Les  variables  sont  séparées.  En  intégrant  et  désignant  la 
constante  par  coq,  on  a 


logC vr =±  «  — «0  , 

a 


On  en  déduit 

—  p  4-  ^p' -f-  a*  —  ae?=FC—- "0)     et     p  =  -[^=*=(«— •0)  — ^=f(«»— •)]. 

Si  Ton  prend  les  signes  supérieurs,  on  a  les  projections  des 
lignes  de  courbure  du  premier  système  ^  les  signes  inférieurs 
donnent  celles  du  second  système.  Toutes  ces  projections 
passent  par  le  pôle,  et  Ton  peut  les  obtenir  en  faisant  tour- 
ner autour  de  ce  point  la  spirale  unique  ayant  pour  équatioa 

p==-(e»-^— ). 

La  valeur  de  chacun  des  membres  de  Téq^uation  (i)  est 
ou  -'  (Ri  et  Rj  désignant  les  deux 


v/l-h/?*  -f-  q*  v/l-h/?*-i-  q' 

rayons  de  courbure  principaux),  suivant  que,  dans  l'équa- 
tion (a),  on  prend  le  signe  -h  ou  le  signe  — .  On  trouve 
ainsi 

11,  == 9  Rj  =  • 

a  a 

Les  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires; Tindicatrice  est  donc  une  hyperbole  équilatère.  On 
en  conclut  que,  en  chaque  point,  la  génératrice  fait  un  angle 
de  45  degrés  avec  chacune  des  lignes  de  courbure. 
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Problème  a"  63. 
Discuter  la  surjace  qui  a  pour  équation 
c~'=  cosa:  cos/, 

et  trouver  ses  lignes  de  courbure. 
Prenons  (Jîg-  63) 

'^        a 

et  f  par  les  points  de  division ,  dicdoqs  des  parallèles  aux 

Fi|j.  83. 


axes;  la  surface,  située  tout  entière  au-dessus  du  plan  des 
jTj-,  se  composera  d'une  infinité  de  parties  identiques,  se 
projetant  sur  les  carrés  blancs  de  la  figure. 
On  a 

—  s  ^  log  COSa:  COSJ', 

;>=:tangjr,     q  =  tangy. 
li'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
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bure  sur  le  plan  des  xy  est,  comme  on  le  trouve  aisément, 

dx  dy 

djr^  cos^x  —  r/x'cos*j  =  o,       d'où  ^ 


Les  variables  sont  séparées  5  en  intégrant  et  désignant  par 
a  et  j3  deux  constantes,  on  aura,  pour  les  équations  d^^s 
projections  des  lignes  de  courbure  du  premier  système,  les 
équations 

pour  celles  du  second  système. 

Les  projections  de  toutes  les  lignes  du  premier  système 
passent  par  les  points  A  et  C,  celles  des  lignes  du  second 
système  par  les  points  B  et  D  ;  les  diagonales  AC  et  BD  sont 
les  projections  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  le 
centre  I  du  carré. 

Problème  b9  53. 

Trousser  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  dci^elop- 
pable  représentée  par  les  deux  équations 

iz  =aa:4-r?(a)  "H  ^  («)» 
^'^  \  0  =  x  +Jy'(a)-f•^^'(a), 

dans  lesquelles  a  est  un  paramètre  variable,  et 


R  désignant  une  constante  et  cp  une  fonction  donnée  quel- 
conque. 

DiiTérentiant  la  première  des  équations  (i)   et   tenant 


\ 
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compte  de  la  seconde,  on  a 

(2)  dz=^arix  -{-  (f[o:)dj; 


d'où 


p  =  a     et     q  =  if[(x.). 


T,.  .         j       ,.  j  1  dx-\-pdz        d/~\-qdz 

Li  équation  des  lignes  de  courbure  j-^ —  = ^ — - 

devient 

[djc  -t-  (idz)tf'[cc)da.=z  [dy  ■+-  (f[oL)dz]da. 

On  aperçoit  la  solution  <ia  =  0  ou  a  =  const.,  qui  donne 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  comme  lignes  de 
courbure  du  premier  système.  On  a  ensuite  Téquation 

y'(a)^~ûÇy -h  [a/(a)  —  (j)(a)]e/z=:o, 

qui,  combinée  avec  Téquation  (2),  donne 


dx 


dy 


dz 


(3) 


i-hç*(a) — a^(a)ç'(a)        9'(a)-h«'y'(a) — «?(«)        a-î-Y(a)ç'(a) 

xdx  -\-  ydy  H-  zdz 


ou 


z[a-l-y(a)çp'(a)]. 


ce  qui,  en  tenant  compte  des  équations  (i),  devient 

V  =  4/(a)[«  +  7(a)ç'(«)]-f(a)[H-a«+ç»(a)]. 

Si  Ton  remplace  i{/(a)  par  sa  valeur,  on  trouve 

V=o, 

et,  en  se  reportant  aux  équations  (3),  on  voit  qu'il  en  ré- 


t 
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suite 

xdje  -h  jr^y  -}-  zdz=:o     OU  bien     or^  -h  j^  4-  z*  =  const.; 

donc  les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont  situées 
sur  des  sphères  ayant  l'origine  pour  centre  commun. 

Réciproquement,  si  Ton  demande  que  les  lignes  de  cour- 
bure du  second  système  de  la  surface  dëveloppable,  repré- 
sentées par  les  équations  (i),  soient  situées  sur  des  sphères 
ayant  l'origine  pour  centre,  il  faudra  qu'on  ait 

V=o     oubien     ^K»)  [« -H  f  («)?'(«)]  — ^(«llï +  «'■*-?'(*)]  =o» 

ce  qui  donne 

d[i  -h  a' -4-  <p'(a)] 
f  (a)  _  I  doL  ' 


et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  R, 


Il  convient  de  remarquer  le  cas  où  la  constante  R  est  nulle; 
on  a  alors 

et  les  surfaces  en  question  sont  des  surfaces  coniques  quel- 
conques ayant  l'origine  pour  sommet. 

Problème  n""  54. 

Trouver  les  lignes  géodésiques  de  l'hélicoïde  gauche  à 
plan  directeur. 

Ces  lignes  jouissent  de  cette  propriété  que,  en  chacun  de 
leurs  points,  leur  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface. 
On  devra  donc  avoir,  p  elq  ayant  la  signification  ordinaire, 

(l)     dxd^y  —  dyd^xz=:p[dyd^Z'-dzd^y)'^q[dzd^JC  —  dxd}z]. 


APPLICATION    DU    CALCUL    IlfTÉGBAL.  35 1 

Or,  pour  notre  surface,  on  a 

J?=rpCOSw,      ^nzpsinw,       Z  =  atù, 

F  ? 

et,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  en  pre- 
nant 0)  pour  variable  indépendante,  on  aura  une  équation 
différentielle  du  second  ordre,  laquelle,  toutes  réductions 
faites,  se  trouve  être 

Cette  équation  est  du  second  ordre  ^  elle  ne  contient  pas  tù\ 
on  l'abaissera  au  premier  ordre  en  posant 

d'où 

d^p I  du 

et  par  suite 

-  ^- lu—    p'4-aM  =0 

2  p  ^p 

OU  bien 

du  4p 

-= r^  — 1  w  =  2p. 

é/p         f-\-a}  ^ 

Cette  équation  du  premier  ordre  est  linéaire;  en  l'intégrant 
et  désignant  par  b^  une  constante  arbitraire,  on  aura 
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et,  en  revenant  à  Téquation  (2), 

bdp 


du  = 


Telle  est,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  des  projec- 
tions des  lignes  géodésiques.  Le  problème  est  donc  réduit 
aux  quadratures.  On  voit  qu'on  est  conduit  à  une  intégrale 
elliptique. 

Discussion.  —  Premier  cas  :  b<^a.  —  Le  radical  de  la 
formule  (3)  étant  toujours  réel,  p  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Pour  p  =  o,  nous  prendrons  a)=  05  la 
courbe  passe  par  l'origine,  où  elle  est  tangente  à  Ox]  p 
augmentant,  &>  augmente.  Pour  jo  =  oo  ,  ct)  est  fini;  car 

^  :  est  finie.  Il  y  a  lieu 

ov/(p'-+-'^')(p'-^  «=-*')  _  ^ 

de  chercher  si  la  courbe  a  une  asymptote  ;  il  faut  voir  si 

p*—  a  une  limite  finie  quand  p  tend  vers  l'infini:  or 

r 

û*-7-  = .;  la  limite  cherchée  est 

donc  égale  à  &.  Il  y  a,  par  conséquent,  une  asymptote 
distante  de  l'origine  de  la  quantité  J. 

Deuxième  cas  :  b^  a.  —  p  peut  varier  de  \Jb*  —  a'  à 
QO  ^  il  y  a  encore  une  asymptote. 

Troisième  cas  :  b^=  a.  —  On  a 

P  V  p'  "^  "^ 


01  —  «a  =  —  a 
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L'intégration  peut  s'effectuer,  et  il  vient 


d'où 


,      a  -^  slù^'\-a- 
«0—  »  =  lOg ^- \ 

? 


.-•.-       a_^v/p'-h«' 


P        •         P 

^— •0= h  ^-L , 

P  P 

2a 


P=:;i^ 


La  courbe  admet  l'origine  comme  point  asymptotique  et  la 
droite  p  =    .    .    __ — .  pjur  asymptote. 


r 


Problème  n»  55. 

Troui^er  parmi  tous  les  conoïdes  droits  ceux  dont  les 
^ajons  de  courbure  principaux  sont  en  chaque  point  égaux 
et  de  signes  contraires. 

L'équation  de  ces  surfaces  est 

'='(î)  ='(")'  "=£• 

On  doit  avoir 

(i)  (i-h/?')/*4-(H-<7')?—  ^pqs=2  0. 

Or  on  trouve 

X 
T.  —  Rec»  23 
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L'équation  (i)  devient,  après  réductions^ 

j:'[ç^(tf)(i-f-«')-t-2tfy'(w)]=0 


OU 


% 


En  intégrant,  et  désignant  la  constante  par  a,  on  a 


*'(«)=   " 


1  -h  u^ 
Intégrant  de  nouveau, 

^  (  tt )  =  a  arc  tangif  H- ô; 
donc  Tcquation  des  surfaces  est 

Y 

z  —  b  =  a  arc  tang  — • 

On  ne  trouve  donc  que  les  hélicoïdes  gauches  à  plan  di- 
recteur. 

Problème  n»  56. 

Trouver,  parmi  toutes  les  surfaces  gauches  engendrées 
par  une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan 
fixe,  celles  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  ont  leurs  rayons 
de  courbure  principaux  égaux  et  de  signes  contraires. 

Prenons  le  plan  fixe  pour  plan  des  xj^  et  l'équation  gé- 
nérale de  nos  surfaces  sera 

(i)  y  =  a:ff[z)-h-^[z), 

les  deux  fonctions  cp  et  ^  étant  arbitraires. 
On  doit  avoir  Téquation 

(2)  (i  +  <7')'  —  ^pqs-\-[\  -f-/?')i  =  o. 

En  dîfTérentiant  Téqualion  (i)  successivement  par  rapport 


t 
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h  X  et  j^,  on  trouve 

0  =  <p(3)-|-/?[^/(3)-+-f  (2)], 

L'équation  (2)  deviendra 

:tp<f'{z)  ^  (/.»+  q^)  [,r<p"  (3)  -f-  f'(z)]  =  o 

ou  bien 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
riables indépendantes  x  et  z^  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes  : 

f(z)  -  i-^r[z)  ' 

<f'[z)  H-?'(2)  ' 

la  dernière  donne,  en  intégrant, 

en  intégrant  une  seconde  fois,  on  a 

arctang(p(z)  =Cz  -h  C. 

On  a  de  même,  en  désignant  par  C  une  nouvelle  con- 
s  tante 

f  (2)  =  C"C[i+?»(3)]=C"t'(2), 

J.(z)  =  C''?(z)  +  C«, 

23. 
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et  réquation  de  la  surface  devient 

OU  bien 

arc  lang  '——rn,  =  C«-4-  C ; 


en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
peut  écrire 


z  =  aarctang^9 

X 


et  Ton  trouve  ainsi  les  hélicoïdes  gauches  à  plan  directeur. 


Problème  n«  57. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 

On  appelle  ainsi  des  lignes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points,  sont  tangentes  à  Tune  des  asymptotes  de  l'indica- 
trice de  ce  point.  Soient  a,  (3,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  de  coordonnées  par  Tasymptote;  on  aura 

o  =  /-cos^a  4-  25COsacosp  ■+•  fcos^p. 

La  ligne  asymptotique  devant  être  tangente  à  l'asymptote, 
cosa  et  cos^  seront  égaux  respectivement  aux  valeurs  de 

-^  et  -^)  relatives  à  la  ligne  asymptotique^  Téquation  pré- 

cédente  deviendra  donc 

(i)  o  =  rdx^-\-  7.sda:dx  -^  tdj^. 

Cette  équation,  dans  laquelle  r,  5  et  t  doivent  être  consi- 
dérés comme  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  j^  est 
l'équation  difïérentielle  des  projections  des  lignes  asym- 
ptotiques sur  le  plan  des  xj  \  elle  est,  comme  on  voit,  du 

dy 
premier  ordre  et  du  second  degré  en  —  • 


w 
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Problème  n«  58. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  l'hyperboloïde  à 
une  nappe, 

]Sous  connaissons  d'avance  le  résultat^  en  effet,  en  chaque 
point  de  la  surface,  les  asymptotes  de  l'indicatrice  sont  les 
deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  en  ce  point  ;  donc 
le  système  des  lignes  asymptotiques  est  identique  au  sys- 
tème des  génératrices  rectilignes.  Voyons  comment  l'équa- 
tion (i)  du  problème  précédent  va  nous  fournir  ce  ré- 
sultat. 

Soit  l'équation  de  la  surface 


Jjj                 yi                j\ 

-4-                      —  I 

on  en  tire 

a'  =P'' 

C^y 

-    -p^+zr, 

0=zpq  -hZSy 

à* 

-     =q^^zi. 

L'équation  (i)  donnera  donc 

Remplaçant  z  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  sur- 
face, il  vient 


I 


# 
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OU,  en  développant  et  réduisant, 


dy^ 
dx' 


ou 


bien 


^=^|-^v/*""^'''£= 


c'est  l'équation  de  Clairaut.  L'intégrale  générale  est,  en 
désignant  par  m  une  constante  arbitraire, 


équation  qui  représente,  comme  on  sait,  les  projections 
des  génératrices  rectilignes  sur  le  plan  des  xy. 


Problème  n»  59. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  des  conoïdes. 

Quand  on  cherche  les  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face réglée,  l'équation  (i)  de  l'avant-dernier  problème  est 
assez  facile  à  traiter,  car,  la  génératrice  étant  une  de  ces 
lignes,  on  connaît  une  solution  de  cette  équation  :  c'est  ici 

le  cas.  Soit  z=:fl-]  l'équation  de  la  surface. 

Nous  en  tirerons 


X' 


X 

I 


a 


X 


i^"  {$)  ' 


x^        \.T  j        a^       \^ ! 


t=    V"(^ 


.r 
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L'équation  (i)  deviendra  donc 


'^■{i){i^'-^ 


X  \  X 


OU  bien 


ixr--'^^'  ^  '»"'-       --'-^   •   ^"^^ 


dx/'y-\  (jdlr  — jrrfj)-4r/'M-)  [ydx  —  xdyY  =  o. 


On  aperçoit  la  solution 

ydx  —  jsdy  -=,0 


ou 


—  =r  const. , 

X 


qui  donne  la  génératrice.  Supprimant  cette  solution,  nous 
aurons 


^f'U\dx^r{^\  (xdx^xdj)z=o 


2X 

OU  bien 

dx        \x  Y 

2 —  irr  --.--  d- 

Les  variables  sont  séparées-,  soitC  la  constante  arbitraire;, 
l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera 

C'est  là  l'équation  du  second  système  de  lignes  asymplo- 
tiques. 

Considérons  en  particulier  Thélicoïde  gauche  à  plan  di- 
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recteur,  dont  Téquation  est 

(3)  z  =  aarctang— • 

se 


On  a  dans  ce  cas 


©=" 


arctang— » 


et  Téquation  (2)  donnera 


«»: 


7' 
or' 


ou  bien 

a:»  -♦-  /»  =  C. 

Ces  lignes  asymptotiques  se  projettent  donc  sur  le  plan 
des  xy  suivant  des  circonférences  ayant  toutes  l'origine 
pour  centre. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  lignes  sont,  dans  le  cas  présent, 
les  mêmes  que  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices; 
en  effet  nous  avons  montré,  dans  le  problème  SI  de  la  troi- 
sième Partie,  que  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  (3)  sont  égaux  et  de  signes  contraires^  en  tous  les 
points  de  cette  surface,  Tindicatrice  est  donc  une  hyperbole 
équilatère,  c'est-à-dire  que.  Tune  des  asymptotes  étant  la 
génératrice,  l'autre  est  toujours  perpendiculaire  sur  cette 
génératrice. 

Problème  xfi  60. 

• 

Trouver  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe  les  lignes 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  génératrices  rectilignes 
(fui  passent  en  ce  point. 


et 
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Soit  réquation  de  la  surface 

^  '  a*       b^       c^ 

Les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices  rectîlignes 
sont 

a       c       X  \         b  J 

X        z        I  /  r' 

a        c       \l\         b 

r 

Si  dans  ces  équations  x,  j^  z  désignent  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  on  en  tirera  les  para- 
mètres correspondants  X  et  fx  ^  mais  on  peut  aussi  se  servir 
de  ces  équations  pour  exprimer  les  coordonnées  x^  y^  z 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  en  fonction  des  para- 
mètres correspondants  X  et  (a  ^  on  obtient  ainsi 

\\L  -4-  1 

xz=za  -~ 5 

X-f-  fX 


(2)  {r^h\    ^ 


Xa  —  I 

z  =  c-^ 

A 


Si,  entre  ces  trois  équations,  on  éliminait  X  et  fx,  on  re- 
trouverait Téquation  (i)  de  la  surface^  on  obtiendra  tous 
les  points  de  cette  surface,  en  donnant  à  X  et  ji  toutes  les 
valeurs  possibles  ;  X  et  fx  peuvent  être  regardés  comme  étant 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface;  une 
ligne  tracée  sur  la  surface  aura  pour  équation  une  certaine 
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relation  entre  i  et  /Ji  ;  par  exemple  les  équations  (2)  repré- 
senteront une  génératrice  rectilîgne  du  premier  système 
quand  on  y  fera  X  =  const.  ^  [i  =  const.  donnerait  au  con- 
traire une  génératrice  du  second  système.  Soit  ds  la  dis 
tance  de  deux  points  de  la  surface  infiniment  voisins. 
répondant  aux  valeurs  X,  /x  et  X  -4-  rfi,  |ui  -h  d/x  des  coor- 
données ^  on  aura 

-=[(S)'-(S)'-fê)']- 

(djc  âx        dy  dy        dz  dz\    ,^    _ 
d\    dll  d\   d^L  d\    d^l)  ^ 


m<^Hi)>'- 


Remplaçant  les  dérivées  partielles  •^<^**  par  leurs  valeurs 
déduites  des  équations  (2),  on  trouve,  en  faisant 

(4)  dz^^AdX'-^-  ^Bd'kdiX'^Cdj.^ 

Soient  ijig'  64  )  M  le  point  dont  les  coordonnées  sont  \ 


[x^  M' le  point  X  -h  rfX,  /x  -i-  d(x^  P  le  point  X,  fjt  -|-  dfi^  Q  ^ 
point  X  4-  rfX,  /x.  On  pourra  déduire  la  distance  MP  de  le- 


APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL.         363 

quatîou  (4)  en  y  faisant  dX  =  o,  MQ,  en  faisant  dfi=:=  o\ 
on.  aura  ainsi 

MP  =  =hv^4i,     MQ—±s/Ad\; 

RIP  et  MQ  sont  les  directions  des  génératrices  rectilignes 
du  point  M.  Si  MM' est  la  tangente  à  la  courbe  cherchée, 
c'est-à-dire  la  bissectrice  de  Tangle  PMQ  ou  de  son  sup- 
plément, on  devra  avoir 

OQ,  en  remplaçant  Â  let  C  par  leurs  valeurs  (3), 

dl 


(5)  ^  . 

L.  ''C 


s/ 


En  prenant  le  signe  -4-  et  le  signe  — ,  on  aura,  entre  les 
coordonnées  X  et  |ui,  les  équations  différentielles  des  lignes 
cherchées.  Dans  Téquation  (5),  les  variables  sont  séparées  ^ 
en  intégrant  immédiatement,  on  introduit  des  fonctions 
transcendantes^  néanmoins  l'intégrale  est  algébrique.  Ce 
résultat  fondamental  est  du  à  Ëuler.  L'intégrale  est  ici,  en 

prenant  le  signe  -h  et  faisant  A*  = ^ ^ — » 


6)     ^X^+2  /-n^-t- 1  —  v/f*'+  2/V-1- 1  —  (X  —  fx)  v^2C -4-  (X  -h/x)», 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  11  ne  reste  plus  qu'à 
remettre,  pour  X  et  ^l^  leurs  valeurs*  en  x,^,  r,  à  éliminer  z 
avec  l'équation  de  la  surface,  pour  avoir  les  équations  des 
projections  des  lignes  cherchées  sur  le  plan  des  xy. 

Pour  faire,  aisément  ce  calcul,  nous  déduirons  de  l'équa- 


364  TROISIÈME    PAUTIE. 

lion  (6)  les  formules  suivanles  : 


—  v^X<-f-2^»X'-i-i  ^/x»  +  aX'Y'-h  I, 


(/•«-,)  il±Ji)!  =:  ,  _u  Vfx>+  A-»(V4-  p») 


-f-  Vx*-f-  a/n»H-  I  \/p* -h  2 /•>'-*-  I, 

Dans  celte  dernière  équation,  remplaçons  -^ :  » > 

r — -  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (a),  et  nous 


trouverons 


1 


Entre  cette  équation  et  Téquation  (i)  de  la  surface,  élimi- 

nous  A,  remplaçons  C  par  C=  -  C  - — -^  A  *  par  — ^ ^  ? 

et  nous  obtiendrons 

Le  lecteur  reconnaîtra  aisément  là  Téquation  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  rhyperboloïde  sur  le  plan 
des  xf\  cela  devait  être.  En  effet,  en  un  point  quelconque 
de  la  surface,  les  génératrices  rectilignes  sont  les  asym- 
ptotes de  l'indicatrice;  lés  bissectrices  des  angles  des  géné- 
ratrices rectilignes  sont  les  axes  de  l'indicatrice  ou  les  tan- 
gentes des  sections  principales.  Donc  les  lignes  chercliées 
sont  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  l'^ine  des  sec- 
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lions  principales  qui  passent  en  ce  point;  ce  sont  donc  les 
lignes  de  courbure. 

La  même  question  se  résout  plus  facilement  dans  le  cas 
du  paraboloïde  équilatère  xy  =  az'^  on  a,  dans  ce  cas,  les 
formules 

a:=:a).,      jrz=zayi.,      z=za\it. 

L'équation  (5)  devient 

dy,  ,         du. 

■  =  dz  ] 

d'où,  en  intégrant, 

En  partant  de  là,  on  n'aura  pas  de  peine  à  obtenir,  sur  le 
plan  des  xy^  Téquation  des  projections  des  lignes  cherchées. 

Problème  n»  61. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
rectilignes  du  paraboloïde  équilatère  xy  =  az. 

Les  génératrices  rectilignes  du  premier  système  ont  pour 
équations 

Pour  la  trajectoire  orthogonale,  on  doit  avoir 

dy  -f->.rfz  =  o 

ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  -  j  tirée  de  la  seconde 

équation  (i), 

jrdjr  ••\'zdz=z  o. 
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Intégrant  et  désignant  par  k  la  constante  arbitraire,  on  a 

Ainsi  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  recti- 
ligncs  du  premier  système  ont  pour  projections,  sur  le  plan 
des  7'«,  des  circoniérences  dont  Torigine  est  le  centre 
commun. 

La  même  chose  a  lieu,  sur  le  plan  des  œz^  pour  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du  second 
système. 

Problème  n*  €2. 

Montrer  que  la  famille  des  surfaces  représentées  par 
V équation  a  =  ~  >  dans  laquelle  a  est  le  -paramètre  va- 
riable, fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal,  et 
troui^er  les  deux  autres  familles. 

On  sait  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 
oL  =  F{x^j^^  z)  ne  font  pas  généralement  partie  d'un  sys- 
tème orthogonal^  la  fonction  F  doit  vérifier  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qu'a 
fait  connaître  M.  Darboux  (  '  ), 

Soit  ^=f(x^y,z)  l'une  des  familles  cherchées;  on 
devra  vérifier  identiquement  Téquation 


ou  bien 

(0 


da  d^        dad^        da  d^  _ 
dx  dx       dy  dy       dz  dz  ^    ^ 

X  dx       y  dy       z  dz 


C'est  là  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 

(  ')  M.  Bonnet  a  indiqué  une  autre  méthode  qui  fait  dépendre  la  solu- 
tion du  problème  des  systèmes  triples  orthogonaux  de  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre. 
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Tées  partielles.  Pour  Tintégrer,  noas  formons  les  équations 
différentielles 

xdx=ydy= — zdz=^  —  • 

Les  équations  intégrales  de  ce  système  sont 

et  l'on  sait  que,  ^  désignant  une  fonction  arbitraire,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (i)  sera 

p  =  *(G„G2). 

En  désignant  de  même  par  W  une  fonction  arbitraire,  la 
troisième  famille  cherchée  sera  donnée  par  l'équation 

Y  =  ^(Gi,G2). 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^  et  Y  des  quantités 
Ci  =:^*-|-x*,  Cs=:  z*-t-jK*î  chacune  des  surfaces  (3  cou- 
pera orthogonalement  chacune  des  surfaces  a,  et  il  en  sera 
de  même  de  chacune  des  surfaces  y.  Il  reste  a  exprimer  que 
deux  quelconques  des  surfaces  j3  et  y  se  coupent  orthogo- 
nalement^ il  faut  avoir 


dx  dx        dy  dy        dz   dz 


ou  bien 


^4»    r/Y 


x^ 


dCt^  dC, 


X' 


rf4>   d^ 


dC^  dC2 


-hz^ 


d^ 


-+- 


d^\  f  d^         dV 


• 


dÇty         dCjJ  \dC^         dCi 


+  -77r     =0, 


ou,  en  remplaçant  xeijr  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 

JZj  Va\   et  v-ig, 

d^    d^r  d^   dW  /  d^   dr         c?*    ^  \  __ 

dCt  dCi  dC^  dCi  \dCt  dCi        dCt  dCiJ 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les 
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quantités  Cd  €«  et  2,  on  doit  poser  les  deux  équations 

d^    dW  d^   dW  __ 

dCi  dCi  dCt  dQt 

tl^   d^  d^  dW  ^ 

dCi  c/Cs  dCi  dCi 

De  ces  deux  équations  on  tire 

f— 
\dC 


'^■'^y=<£}'-  Mî)=<^(s)' 


et  par  suite 

Chacune  de  ces  équations  est  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre,  aux  dérivées  partielles.  Pour  intégrer  la  pre- 
mière, on  considère  le  système  d'équations  difierentielles 

,.      .         dCi  dCt        rf*         ,     j  •     r      t 

ordm  aires  -—l  ==p  —=  =  — >  qui  admet  pour  intégrales 

a  =  ^JCl  ±  yJCl^  i  =  *.  On  a  donc 
ou  simplement 

Ainsi  le  système  triple  demandé  est 

a=— »      p  =  ^z»  4-  .r*  -h  V  3'  -h  J\      7  =  v^z»  -h  x^  —  ^z^  -hf. 


On  voit  que  les  surfaces  (3  et  y  peuvent  être  définies 
comme  étant  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
ou  la  difTérence  des  distances  aux  axes  des  x  et  des  j  est 
constante. 

Ces  surfaces  ont  été  trouvées  par  M.  J.-A.  Serret. 
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Problème  n?  63. 

De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
Considérons  un  système  de  points  m,  ni\  mf  ^  ...  et  un 
point  fixe  O  ;  aux  points  m,  m\  . . . ,  nous  faisons  corres- 
pondre une  série  de  points  M,  M',  M'^,  . . . ,  définis  connue 
il  suit  :  sur  les  rayons  vecteurs  Om,  Ow',  Om^,  . . . ,  nous 
prenons  des  points  M, M', RF, ...,  tels  queOMxOm  =  A*, 
0]M'xOm'=  Ar*,  ...,  Ar  étant  une  constante  donnée^  la 
ligure  MM'M"'. . .  est  dite  la  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  la  figure  mm'm". . .  relativement  au 
point  O.  Cette  transformation  entraine  des  relations  sim- 
ples entre  les  deux  figures  \  nous  allons  faire  connaître  les 
plus  importantes. 

Soient  x^j^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  figure  proposée,  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  cor-    ' 
respondant  de  la  transformée,  r  =  Om,  r'=Om',  ..., 
R  =  OM,  R'=  OM',  . .  •  5  on  trouve  aisément 


X=: 


(0  Y  = 


z  = 


X 


(2)  U= 


k\T 

k'x 

j:^  -hj^'  -h  z^ 

r>  ' 

^'y 

k'y 

x2-f-J»-f-Z* 

r'  ' 

kH 

k'z 

X^-\-y^-\~  Z^ 

/'  ' 

k^m 

= 

*'X 

X'+Y'-hZ» 

R»' 

k'^Y 

X»Y 

X'-f-Y'-hZ^ 

R»' 

X'»Z 

— 

/»Z 

X^4-Y=^-+-Z- 

R» 

Rr=  as- 


soient p  la  distance  de  deux  points  m  et  m'  de  la  figure 

T.  —  Rce  24 
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proposée,  P  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M'^ 
on  a 

p»=  (X  —  x'Y-h  (Y— r  P-+-  (z  —  z')=, 

P=  (X»-+-Y»H-Z') -f- (X'»-hr»-f.Z'»)  —  2{XX'4-YY'4-ZZ'), 

(3)  ^^^Z'- 

Prenons  pour  première  figure  Tensemble  des  points  du 
plan  défini  par  l'équation  ax-|-ij^+c«-f-rf==o^la  trans- 
iormée  aura  pour  équation,  d'après  la  formule  (2), 

i/(X»-+- Y»4-Z^)  -*-  X»(flX  4-  ^»Y-+-  cZ)  =  o. 

Ce  sera  une  sphère,  excepté  lorsque  le  plan  donné  passe 
par  l'origine,  auquel  cas  la  transformée  est  ce  plan  lui- 
même  ',  le  centre  de  la  sphère  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  O  sur  le  plan.  Â  deux  plans  paral- 
lèles répondent  deux  sphères  tangentes  au  point  O. 
Prenons  pour  première  figure  la  sphère 

la  transformée  sera 

D(X»H-Y»-f-Z»)  — 2A-»(AX-HBY-f-CZ)H-i;-*  =  o. 

C'est  une  sphère,  excepté  dans  le  cas  où  D  =  o  ;  alors  la 
sphère  donnée  passe  par  l'origine  ;  la  transformée  est  un 
plan. 

Une  circonférence  de  cercle  pourant  être  considérée 
comme  l'intersection  d'un  plan  et  d'une  sphère  aura  gé- 
néralement pour  transformée  une  circonférence  de  cercle; 
elle  ne  sera  une  ligne  droite  que  quand  la  circonférence 
proposée  passera  par  le  point  O. 
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Une  propriété  remarquable  de  cette  transformation  con- 
siste en  ce  que  les  deux  triangles,  formés  par  trois  points 
infiniment  voisins  quelconques  de  la  figure  primitive  et  les 
trois  points  correspondants  de  sa  transformée ,  sont  sem- 
blables l'un  à  l'autre,  en  sorte  que,  si  deux  lignes  se  coupent 
dans  Tune  des  figures  sous  un  certain  angle,  les  lignes  cor- 
respondantes de  l'autre  figure  se.  couperont  sous  le  même 
angle.  • 

La  démonstration  de  cette  propriété  repose  sur  l'équa- 
tion (3) 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  points  m,  m'  soient  infi- 
niment voisins  et  que  leur  distance  soit  représentée  par  ds-^ 
soit  ^S  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M';  nous 
aurons,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur à  ds^ 

Pds 


dS 


r» 


Considérons  un  troisième  point  m''  infiniment  voisin  de 
m  et  m\  et  soient  ds'  et  ds^^  ses  distances  à  ces  deux  points, 
dS^  et  rfS''  les  distances  correspondantes  MM'',  M'M'':  nous 
aurons  aussi 


r^ 


d'où 


ds'^dP"^  d/ 


Ainsi  le  triangle  infinitésimal  mm' m"  est  semblable  au 
triangle  correspondant  MM'M^j  l'angle  de  ds  avec  ds'  est 
donc  le  même  que  l'angle  de  dS>  avec  rfS'. 

24. 
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En  particulier,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  cer- 
tain angle,  leurs  transformées  se  coupent  sous  le  même 
angle. 

On  déduit  aisément  de  là  un  théorème  important  : 

Les  transformées  des  lignes  de  courbure  d'une  surface 
sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  transformée. 

Représentons-nous,  en  effet,  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  proposée,  les  deux  séries  de  surfaces  dévelop- 
pables  orthogonales  entre  elles  et  à  la  surface  donnée,-  qui 
sont  formées  par  les  normales  successives,  et  la  série  des 
surfaces  parallèles  à  la  proposée;  nous  aurons  là  un  système 
triple  orthogonal.  La  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  nous  donnera,  d'a'près  ce  qui  précède,  un  nou- 
veau système  triple  orthogonal,  et  le  théorème  de  Dupin 
nous  apprend  que  ces  surfaces  se  couperont  mutuellement 
suivant  leurs  lignes  de  courbure*,  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  donnée  resteront  donc  lignes  de  courbure  de  sa 
transformée. 

Considérons,  comme  application  de  ce  qui  précède,  le 
système  orthogonal  formé  des  surfaces  homofocales  du  se- 
cond degré,  savoir  : 


.r» 

■+- 

ù^ 

-*- 

z" 

P^ 

P' 

— 

e 

x-" 

r' 

z' 

-i- 

F-'- 

b^ 

P' 

c» 

— 

p' 

x^ 

J' 

z' 

v' 

Z/^  — 

v' 

c^ 

v^ 

=  I 


ou 

nous  en  déduirons,  en  transformant  par  rayons  vecteurs 
réciproques  ce  nouveau  système  orthogonal ,  iormé  de  sur- 
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faces  du  quatrième  degré, 


(4) 


+ 

Y» 

p'      b^ 

Z' 

(X^  +  Y'-f-ZO' 

X» 

-h 

Y» 

p»  — îî»'2 

z» 

(X^-hY^  +  Z^)^ 

X» 

Y^ 

Z' 

fX'-i-Y'+Z')^ 

V» 

6'— v' 

C»  —  V^» 

Ces  surfaces  se  couperont  mutuellement  suivant  leurs  lignes 
de  courbure.  On  saura,  par  exemple,  trouver  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  de  Tellipsoïde 

V.  h  ^  H =  1 

A^       B^       G^ 

sur  ses  plans  tangents;  Téquation  de  cette  surface,  qui  est 

A^X'-f- B'Y'-h  C2Z'=  (X»-i- Y»4- Z^)% 

rentre,  en  effet,  dans  la  forme  (4). 

Considérons  encore  le  système  orthogonal  dont  nous  nous 
sommes  occupé,  p.  348, 

z 

P  =  /z'  4-  .r'  +  v^z-  H-  jr% 

« 

Appliquons-lui  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques; nous  en  déduirons  ce  nouveau  système  orthogonal 

'  a'.-  ^^-  - 


Z(X'  +  Y'-f-ZO 


2 


y/Z-^  +  Y^-f-y/Z'  +  X^ 
f^"^'       X'-f-Y'-f-Z^        ' 


'—  VZ^+  y^—  v/Z^  -4-X' 
7  —  — -xTZY^'-f.  z» 


>  "*.  -.1 
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Nous  saurons  trouver  les  lignes  de  courbure  des  familles  de 
surfaces  représentées  par  ces  trois  équations. 

Proposons-nous,  comme  dernière  application,  de  trouver 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  des  sphères 
qui  touchent  trois  sphères  données. 

Soient  O  et  P  les  points  d'intersection  de  ces  trois 
sphères.  Prenons  le  point  O  pour  origine,  et  opérons  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dans  la 
figure  transformée,  les  trois  sphères  données  seront  rem- 
placées par  trois  plans,  qui  se  couperont  en  un  point  II 
correspondant  au  point  P.  La  surface  enveloppe  des  sphères 
tangentes  aux  trois  plans  sera  un  cône  circulaire  droit, 
ayant  son  sommet  au  point  II .  Les  lignes  de  courbure  de 
cette  surface  conique  sont  :  i^  les  génératrices  recti lignes 
qui  passent  toutes  par  le  point  II  ^  dans  le  retour  à  la  pre- 
mière figure,  ces  droites  deviendront  des  cercles  passant 
tous  par  le  point  P;  2°  les  parallèles,  qui  deviendront  aussi 
des  cercles.  Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe 
des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données  sont  donc  des 
circonférences  de  cercle. 

Ce  qui  précède  est  extrait,  presque  textuellement,  d'un 
beau  Mémoire  de  M.  Liouville,  publié  au  tome  XII  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Problème  n^  64. 

Trousser  les  systèmes  orthogonaux  dont  font  partie  les 
sphères  représentées  par  l'équation 

a:'  -H  j"'  4-  z*  =  aa?, 

OÙ  a  est  un  paramètre  ^yariable. 

Les  sphères  proposées  passent  par  Torigine  et  ont  leurs 
centres  sur  l'axe  des  x.  Ecrivons  leur  équation  comme  il 
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suit  : 

ar'  -I-  j^'  -4-  a* 

(0  «  =  — ~ — 

Nous  allons  d'abord  chercher  la  forme  la  plus  générale  des 
fonctions  F,  telles  que  les  surfaces  représentées  par  l'équa-- 
tîon  p  =  F  [oc^y^  z)  coupent  à  angle  droit  toutes  les  sphères 
proposées,  quel  que  soit  le  paramètre  variable  p  \  nous  de- 
vrons avoir  identiquement 

dY  doL        rfF  doL        dF  da  ^ 
dx  dx       df  djr        dz  dz 

ou,  en  remplaçant  et  par  sa  valeur  (i), 

C'est  là  une  équation  linéaire,  du  premier  ordre,  aux  déri- 
vées partielles.  Pour  en  trouver  l'intégrale  générale,  il  nous 
faut  intégrer  le  système  suivant  d'équations  différentielles 
simultanées  : 

.     .  dx  ^    dy   dz    dF 

œ^  —  y^ — z^        ixy        2xz         o 

Mettons  à  la  suite  de  ces  trois  rapports  égaux  le  suivant, 

.      1            •    ^      1               j                  •            xdx-^ydy  -^  zdz 
égal  aussi  a  chacun  des  premiers,   — ,   ^        ^ ^r— >   et 

x\^x  -^ y  -f-  z  j 

considérons  les  deux  équations 

dy   xdx  -\-  ydy  -h  zdz 

2.xy  X  [x^ -^ y^ -^  z^) 

dz         xdx  -\- ydy  -\-  zdz 


7,xz  x[x^'\- y'^'\'  z^) 

En  désignant  par  C  et  C"  deux  constantes  arbitraires,  on 
aura,  en  intégrant  après  avoir  supprimé  x  en  dénomina- 
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leur, 

log«  =  Iog(.rH-^'-f-  2')  4-  logC 


ou 


bien 


on  a,  du  reste, 

F  =  C. 

Tel  est  le  système  intégral  général  des  équations  (3)^  donc 
rintégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera,  en  désignant 
par  y  une  fonction  arbitraire, 

C=/(C,C'^) 
ou  bien 

F=/f ^ '- 

Donnant  à  y  deux  formes  différentes  y  et  4'?  désignant  par 
j3  et  7  deux  paramètres  variables,  nous  pourrons  prendre 
pour  équations  des  deux  familles  de  surfaces  conjuguées  à 
la  famille  des  surfaces  (  i  ) 


('•)        p=.(^ 


(3)  7  =  ,], 


î-' 


X^-\-y^-^Z^       ,T^ -f- y^ -\-  Z^ 


Quels  que  soient  les  paramètres  a,  j3,  y,  une  quelconque 
des  surfaces  des  familles  (2  )  ou  (3)  coupera  toujours  à  angle 
droit  Tune  quelconque  des  surfaces  de  la  famille  (  i  ) .  Reste 
à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se  coupent  aussi  mu- 
tuellement à  angle  droit. 
Soit  posé,  pour  abréger, 

V 

(4J  uz= -^ ,       v= , 
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d'où 

(5)  ^  =  ^[li,p),       7— ,J;(tt,  p). 

Nous  devrons  avoir  identiquement 

dff  f/-^        d<f  d"^        d(f  d*^ 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 
OU  bien 


dff  du        df  dv  \   fd^  du        d-^  dv\  

du  iijc        dv  dx  I  \du  dx        dv  dx 


-f  ~1  l-~  —  +V-  — l-l-...=  o, 


et,  en  développant, 


dZl\di)'^W)  '^[d^j  J 


di9  d^^  ^ f  du\^ 
du 


(«)  -mmHiHm 


-h 


(d<f  d-^        df  d^\  [du   dv        du  dv        du  dv\ 
du  dv         dv  du)  \ dx  dx        dy  dy       dz  dz ) 


En  remplaçant  u  el  vf  par  leurs  valeurs  (  i  ) ,  on  trouve 

/^y    fd_uy    /^y_ r ; 

\dx)         \dy)         \dzj         [:r^^y^-hz^'Y 

dv\^    (dvy    (±_y__ [ 

du  dv         du  dv         du  dv 
dx  dx       dy  dy        dz  dz 

L'équation  (2)  devient  donc  simplement 

d^d^^d^djf^^^ 

^  '  du  du        dv  dv 

Quand  on  se  donnera  une  fonction  cp  particulière,  en  in- 
tégrant Téquation  (6)  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  ^,  on  aura  cette  dernière 
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fonction  \  il  existe  donc  une  inanité  de  systèmes  orthogo- 
naux dont  fait  partie  la  famille  de  surfaces  (i). 

On  peut  se  représenter  tous  ces  système^  d'une  façon 
simple,  comme  nous  allons  le  toir. 

Transformons  ces  systèmes  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  sur  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  m[x^y^  z)  un  point  M(X,  Y,  Z)  tel  que 

0/wXOM  =  i; 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  seront  les  fonctions  suivantes  de 


Y  = 


Z=: 

et  notre  système  orthogonal  deviendra 

(8)  X=i,     p  =  ?(Y,Z),     7  =  ,KT,Z). 

Ce  nouveau  système  sera  aussi  orthogonal^  il  est  composé 
de  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  X  et  de  cylindres  pa- 
rallèles à  OX,  et  dont  les  bases  sur  le  plan  des  YZ  sont  des 
courbes  orthogonales.  Réciproquement,  si  Ton  considère  le 
système  le  plus  général  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes, et  qu'on  le  transforme  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, on  aura  le  système  le  plus  général  demandé.  La 
réponse  à  la  qliestion  posée  est  donc  la  suivante  : 

Que  l'on  considère  le  système  orthogonal  triple  forme 
de  cylindres  orthogonaux  parallèles  à  l'axe  des  X,  et  de 
plans  perpendiculaires  sur  cet  axe,  et  qu'on  transforme  ce 
système  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  aura  une  in- 


.r»  +  jr' 

+  3' 

r 

x^-hy^ 

4-2' 

z 
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(înité  de   systèmes  orthogonaux,   quî   sont   les  systèmes 
cherches. 

Prenons,  par  exemple,  pour  nos  cylindres  les  plans  per- 
pendiculaires aux  axes  des  Y  et  des  Z,  ayant  par  conséquent 
pour  équations 

*^  ï 

Y==const.  =r  -> 

P 

„  I 

Z  =  const.  =  -  • 

7 

Nous  aurons  à  transformer  par  rayons  vecteurs  réciproques 
le  système 

L  =  x,     i  =  Y,     i=Z, 

a  p  .        7 

ce  qui  donnera  le  système  triple  orthogonal 

a y        p  Z=Z  5        7  =^   ï 

formé  de  sphères  passant  par  Toriginc  et  ayant  leurs  centres 
sur  les  axes  O  j:,  Oj^,  O^. 

Prenons  en  second  lieu  pour  bases  des  cylindres  sur  le 
plan  des  YZ  les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales  re- 
présentées par  les  équations 


_  ^.2 

Y»  z^ 


f^        c'—y^ 


I,    y'<c\ 


Nous  en  déduirons  le  système  triple  orthogonal 

ar'  -h  j''  H-  z^  =  a  a:. 


.r'         z» 


^2  C' y' 


f  ^2 


x^  -f- J''+  z')' 
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Problème  n»  65. 

Trouver  les  systèmes  orthogonaux  dont  font  partie  les 
cônes 


(0 


«r 


-7  — «» 


où  a  «5^  i/Ti  paramètre  variable. 

Déterminons  d'abord  la  fonction  F  de  façon  que  les  sur- 
faces représentées  par  Téquation 

coupent  à  angle  droit  tous  les  cônes  proposés,  quel  que  soit 
le  paramètre  p. 

Nous  devrons  avoir  identiquement 

dp  dot.        dp  doL        dp  da 
dx  dx        djr  dy        dz  dz 

OU  bien,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (1), 

/   \  dp  dp  dp 

^  '  ^    dx  dy      ^    '^  dz 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaîic, 
nous  devons  intégrer  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées : 

dx        dy  dz  dp 

yz        xz        —  nxy        o 

ou 

xdv=iydy  =: z  <f 2  =  ~  • 

Nous  avons 
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par  suite  Tintëgrale  géDérale  de  réquatîon  (i)  sera 

F  étant  une  fonction  arbitraire. 

Donnant  à  la  fonction  F  deux  formes  distinctes,  dési- 
gnant par  |3  et  y  deux  paramètres  variables,  nous  prendrons 

(a)  p  =  (j)(2»-t-  2a:%    Z»-f-  2J'), 

(3)  7r=^j;(^»-^-  20:%    z'-|-2J*]. 

Posons,  pour  abréger, 

(4)  W  =  2*-f-2ar%       V=:Z^-\-7.f^'j 

nous  aurons 

Quels  que  soient  les  paramètres  (3  et  y.  Tune  quelconque 
des  surfaces  (2)  ou  (3)  coupe  à  angle  droit  toutes  les  sur- 
faces (1)5  reste  à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se 
coupent  mutuellement  à  angle  droit,  ce  qui,  d'après  Texer- 
cice  précédent,  donne  Téquation 

A  -^s[(sMj)'-(S)'] 

(d^  d^        d(f  d-^\  /du  dv         du  dv         du  d\>\  
--  •  ■■       -^  — —  — —  I  I  —  — J—  —  —^  — |—  -       —  j  _^  o. 
du  dv         dv  du)  \dv  dx       dy  dy        dz   dzj 

Cette  équation,  qui  doit  être  vérifiée,  quels  que  soient  x, 
y^  «,  devient,  quand  on  y  remplace  ueXvf  par  leurs  va- 
leurs (4), 

/   .        /    -\  ^®  ^'i*        /  .       ,     .d9  d^       •     fdo  d-h        da  d'ItX 
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Exprimons  x  etjr  k  Taide  de  z,  u  et  i^,  au  moyen  des  équa- 
tions (4))  et  nous  aurons 

et  cette  équation,  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  u,  i> 
et  Zy  se  partage  immédiatement  en  deux  autres 

dtf  d"^  df  d^ 

ta  '     " 

(7) 


tt  — = — -  -t-  V  — =-  — ^  =  o, 
du  du  dv  dv 


dff  d^        df  d-^       dtf  /A|i        dn  d^ 

»*  «IMw        ^^^^^       ^H^^B       ^^m^^  ^v^v^      ^^H^        ^^^^^        ^mm^m^        ^^^^       ^^^^^       ^H^a^      ^^B^a*    ^X 

™"""  ^^^-^  ^^^^  ^^-^^  ^^^^^  ^^^^  ^M^B^  ^^^^^  ^^^^  M^B^^  ^^^^^  ^«^Bi^        1/    A 

£^ic  c/c        «/t'  du       du  du        dv  dv 


La  dernière  équation  peut  s'écrire 

m  (â-S)(S-S)=- 


d'où  en  premier  lieu 


do        dtf 
du       dv 


Cette  équation  étant  intégrée  donne 

tf  =  f[u  ■+■(*), 

ç  étant  une  fonction  arbitraire^  et  l'équation  (7),  quand  on 
y  remplace  <f  par  la  valeur  précédente,  devient 

(9)  ''«S-*-*'^=''- 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  j'in- 
tègre le  système 

du        dv       d^ 

—  =  —  =  — ) 
u  V  o 

qui  donne 

u 
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L'intégrale  générale  de  Téquation  (9)  est  donc 


^  =  ^(Ln 


^  étant  une  fonction  arbitraire^  nous  avons  ainsi  le  système 
orthogonal  * 

qui  n'est  pas  plus  général  que  le  suivant  : 
ou  bien 

Nous  trouvons  ainsi  pour  surfaces  conjuguées  des  propo- 
sées des  cônes  ayant  même  sommet  que  les  proposés  et  des 
sphères  ayant  Torigine  pour  centre. 

Si  dans  Téquation  (8)  on  avait  annulé  le  second  facteur, 
on  serait  évidemment  tombé  sur  le  système 


Problème  n^  66. 

L'une  des  familles  d'un  système  triple  orthogonal  étant 
représentée  par  l'équation 

(i)  cf.z=xxz, 

dans  laquelle  a  est  un  paramètre  variable,  on  demande 
de  trousser  les  deux  autres  familles , 

Soit  [3  :=  F(a:,  /,  z)  l'équation  générale  des  surfaces  qui 
coupent  à  angle  droit  les  surfaces  (1);  nous  devrons  avoir, 
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quels  que  soient  x^j^  z, 

d^dx       d¥  d%       d?  doL  _ 
dx  eLe        dy  dy         dz  dz  ' 

OU,  en  remplaçant  les  dérivées  de  a  par  leurs  valeurs  tirées 
de  Téquation  (i), 

£  £F       2^  £F       I  rfF  _ 

^    '  X  dx       y  dy        z  dz 

Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, je  considère  le  système  suivant  d'équations  diiTé- 
rentielles  simultanées  : 

et  j'en  tire 

C,=  F; 
donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 

cp  désignant  une  fonction  arbitraire.  Posons 

I    v^^a^  —  y^, 

et,  en  désignant  par  4*  une  nouvelle  fonction  arbitraire, 
nous  prendrons  pour  les  équations  des  familles  de  surfaces 
cherchées 

(4)  P^?!"»^)»   7  =  ^("»»')» 

(3  et  y  étant  les  paramètres  variables.  Il  nous  reste  à  ex- 
primer qu'une  quelconque  des  surfaces  (3  coupe  à  angle 


:t» 
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droit  une  quelconque  des  surfaces  y,  c'est-à-dire  que 

dfû  d'^        d'if  d^        dff  d^ 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 

Cette  équation,  quand  on  y  introduit  u  et  v^  devient 

du  TTu  \\dx\  "*"  \^/  "^  \dz)  y"Jv~di  L\^/  "^  \!h')  J 


,  V/«p   d-h        dtD  fAI/X   I  du   dv        du  dv  , 


f/tt  dv        dv  du)  \da;  (h:        dy  dy 


Remplaçons  les  dérivées  de  u  et  (^  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (3),  et  nous  aurons 

\du  dv        dv  du)  ^  *^   ' 

Mettons  dans  cette  dernière  équation,  pour  x^  et  j^*,  leurs 
expressions  en  u,^v  et  2*  tirées  des  formules  (3),  et  il 
viendra 

du  du^  '        dv  dif  ^  '        \du  dv         dv  du j 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a,  (^  et  2', 
se  partage  en  deux  autres  : 

^d^  d^_^d^  1^=0 
ilu  du        dv  dv  ' 

du  du  dv  dv  \du  dv        dv  du ) 

On  déduit  de  là 

T.  —  Ree,  2  5 


■-■«) 
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et  par  suite 

1     flj'  du 

(5)  \  

atf  ^  'du 

Ces  équations  aux  dérivées  partielles  sont  linéaires.  In- 
tégrons la  première;  nous  serons  conduits  à  trouver  l'inté- 
grale générale  de  Téquation  différentielle  homogène 


/^.  du  w  -*-  v^tt*-4-  Z\^ 

(6)  ^= 1 

3 0» 

Je  pose  u  =  i^  — —  afin  de  séparer  les  variables  et  de 

chasser  le  radical  en  une  seule  fois \  j'en  tire 

I — — ïT-       3  -f-&' 

i///'  -H  St»'  = T —  r, 


w  -f-  v/"*  ^"  3  ^^  =  -  c, 

V 

et  Téquation  (6)  devient 

€/i'  _     3  +  9'  I   /  I  2  2      \ 

T  -  G(9-~ô^) "^^ -  3  \ ô  ^  ê'^i^  ""  0^3 ;  ^® • 

En  intégrant  et  désignant  la  constante  par  C,  j'aurai 
donc 

Remettant  pour  0  sa  valeur  en  u  et  i^,  je  trouve,  après  quel- 
ques réductions, 

Q!  =  (y/^-h  3r»-*-  2tt)' (s/tt'-i-  3p»—  tt). 
L'intégrale  générale  de  la  première  équation  (5)  sera  donc 
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P  =  çf  (C)  OU  simplement  (3  ==  C,  c'est-à-dire 
On  aurait  de  même 

Remettons  à  la  place  de  u  et  t^  leurs  valeurs  en  JC^y^  z^ 

remplaçons  (3  et  y  par  — ^  et  — 75  et,  après  quelques 

calculs  assez  simples,  nous  aurons  le  système  triple  ortho- 
gonal demande  sous  la  forme 

I  1 

\  —  2  (^*  -f-  J^^  +  2*  —  j>  '2'  —  2^.r*  —  a:'/ ^ )  * , 

ÎY  =  (j*-f-z> —  2x*)  (2'-*-  .r*— .  27')  (x^H- j2  —  22*) 
A 
-h2(a:*-4-jr<-*-  2<  — j2^»__  z'^x^  —  x'^y'^y  . 

D'après  le  théorème  de  Dupîn,  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface 

a  =  xjrz 

seront  les  intersections  de  cette  surface  par  les  surfaces  (7) 
et  (8). 

Problème  ii«  67. 

Déterminer  les  fonctions  X,  Y,  Z  ne  contenant,  la 
première  que  x^  la  deuxième  (jue  y^  la  troisième  que  z, 
de  telle  façon  que  les  surfaces  représentées  par  les  équa- 

a5 
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lions 

/      X  Y  Z 


p  —  a        p  —  0        p  —  c 

l)  { 1 7   H =  t, 

^'  ApL  —  a         pi  —  o         pt  —  c 

X  Y  Z 

4-- 7  4-- -=1, 


V  —  a        v  —  Z>         V  —  c 

oii  Pî  (A?  V  sont  des  paramètres  variables,  a,  £,  c  <ie5  con- 
stantes  données,  constituent  un  système  triple  orthogonal, 
c  est'-à'dire  de  façon  quune  quelconque  des  surfaces  de 
l'une  des  familles  coupe  à  angle  droit  une  quelconque  des 
surfaces  des  deux  autres. 

De  la  première  des  équations  (i)  on  tire 

• 

p»— P»(X-+-Yh-Z  H-a-f  6-f-c) 
H-  p[X(6  -4-  c)  •4-Y(c-|-  a)  -f-Z(a-f-  6)  -^  bc -^  ca -^  ab] 

—  [X  ^<7  -h  Y  Car  4-  Z  aè  -f-  abc]  =  o. 

Les  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré  sont  p,  pi, 
v;  on  a  donc 

p-hpt-f-v  =  X-f-Y-f-Z  +  «-f-^4-c, 

piv  -j-  vp  4- ppi  =  X  (  è  -f- c)  -4-  Y  (c  H-  a  ) 
^    ^  ^  -f-Z(rt-f- è) -4-èc4-r7«  +  û^, 

ppiv  =  X  èc  -f-  Y  ca  -f-  Z  aft  -h  atc, 

et  Ton  déduira  de  ces  formules,  en  les  difiereutiant  par 
rapport  à  x, 

dx        (Ix        dx 
àp  du         ,     dv        ^,  - 
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En  multipliant  ces  équations,  la  première  par  p*,  la 
deuxième  par  — p,  la  troisième  par  i,  et  ajoutant,  on 
irouye 


et  l'on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  - 


J'écrii 

ces  valeurs  comme  il  suit  : 

'-  ±     ± 

(ir             dj 

JJ_                 (p_p)(p-v) 

p_a       p_A 

p  — c 

(3)       , 

Ut.             dy 

X'     ~     Y'     ~ 

JJ_-       (p_,)(^_p)      - 

^~a       ^~b 

ft— c 

th            A 

rfv 

dT            dy 

''^  _^-«)(«-*)(--'-) 

V_             («-p)(v~,) 

Les  conditions  d'orthogonaiité,  qui  sont 


</p  (/(i  rfp  rfft  (/p  rfft 

^  dx  dy  dy  dz   dt  ' 

rffi  (/ï  rfp;  lAi  dy.  dv 

dx  dx  dy  dy  dz   dz 

dv  da  dy  dp  *'''  ^ 

d*  dx  dy  t/y  dz  dz 


vont   devenir,    en    substituant   pour   -^i 


(P--)!!--»)        (P- »)(!'- »)(p-«)  II»-')" 


,  en  relranchatit  deax  à  deux  les  équations  (i),  après  la 
^pression  d'un  facteur  commun,  on  trouve 


(,,_,)(._„)-"  (p_  »)(.-*) -^(p_c)  (.-.)- 
X  ï  z 


(f-»)(l— -]       (?-')(!■ -»)        (?-')((—«)" 

la  comparaison  des  formules  (4)  et  (5)  donne  inu 
atement 


:s  relations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  :r,_^,  z,  les 
pportï  précédents  doivent  être  constants  ;  on  aura  donc 

'i^  2/ÂX 

a  intégrant  et  désignant  la  constante  par  x<i,  on  t 


Vi 
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et  par  suîte 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  et  fai- 
sant k=  I ,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  solu- 
tion, on  aura  donc 

et  le  système  orthogonal  cherché  sera 

^'  r'  z' 

'       -^        H =  1 


-1  y    ^  ■» 

—  a        p  —  o        p  —  c 
x^  X*  z* 


=  I 


pi  —  a        |x  —  o        |ji  —  c 


* 


a:*  r'  z* 

'       -^        H =1. 


V  —  a       V  —  ù        V  —  c 

C'est  le  système  orthogonal  connu  des  surfaces  homofocalcs 
du  second  degré. 

Problème  n"*  68. 

Déterminer  la  fonction  U  de  x^  y^  z^  de  façon  que  le 
système  des  surfaces  représentées  par  les  trois  équa^ 
fions 

é 

.r'        ^        y^        ^        z'      1 


p  —  a  p  —  b  p  —  c  U 

I  \                /     -^^           y'  ^'  I 

*|x  —  a  p. —  o  ^ — c  u 

.T^               y^  z*  I 


^r;5 


a        V  —  6        V- —  c        U 


OÙ  p'i  l^t'^  sont  des  paramètres  variables,  a^by  c  des  con- 
stantes, soit  un  système  orthogonal. 
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En  opérant  comme  précédemment,  on  trouve 


(») 


dx 


dx 


2U:r 

h 

rflT 
dx 

dp 

alJr 

dV 

dy 

d? 

dz 

2Uz 

rfU 

— 

dx 


l  p  — c 


dz 


2U^ 

h 

dt. 

dr 

2Ur 

^7 

aUz 

h 

2U.r 
V  —  a 

dx 

^v 

rfr 

— h^ 

dM 

f/v 

'  Tz 

aUz 

-4- 

dM 

f*  — 


dz 


V  —  c  cfe 


Les   conditions  d'orthogonalîté  -r^  -!-  -4-  . . .  =  o  devîen- 
nent,  en  tenant  compte  des  relations 


(3) 


(p--û)(p---«)       (f>— ^)(P— ^)       (p— ^){f*  — ^) 


=  0, 


(4) 


/rfU\»     /^/U\'     /^/U\' 


-4-2 


4    .^(__L_+_J_) 


d\]  {       T 


dz   \ù  —  c 


^)]= 


o. 


Les  deux  autres  écpiations  se  déduiraient  de  la  précédente 
en  remplaçant  p  el  [l  par  jx  et  v,  puis  par  v  et  p.  Nous  sap 
poserons  écrites  ces  deux  nouvelles  équations  \  en  retranv 
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chant  la  première  de  réquation  (4),  on  aura 


X 


(-1 !_Ur^f-î 'A 

\p  —  a        V — a]  dy   \p  —  b        v  —  0) 


dx 

dV 


"di 


\o C         V  —  c  I 


c'est-à-dire 


dH  ^  dH 

d.r  (Ir  dz 

-^  -, TT-f TT  -\-    1 V~. î    =0, 


(p-^)(v-«)         (p-ô)(v--/.)         (p-.c)(v-c) 

et  Ton  aurait  deux  autres  relations  pareilles  en  /ia  et  j9^  et 
en  V  et  fx.  Comparant,  comme  dans  Texercice  précédent, 
ces  relations  aux  formules  (3),  on  en  déduira 


d.r 

dV 

'^  dy 

dV 

'-dz 

x^ 

y' 

z' 

ou  bien 

dH 
d.x^ 

dV 
""  d.y^  ' 

dV 
"  d.z'^ 

d'où  l'on  concl 

ut 

U 

=r  ^(x 

*-hj'-f-2')=* 

en  posant 

UZZ 

=  .r»-f-r' 

-hz\ 

On  tire  de  là 

et  l'équation  (4)  va  devenir 


.7^  r*  z^ 


4tt(i>'»(tt)-i-4  --^— ^  -h  -^ — -  -h 


p  —  a        p  —  b        p  —  c 


—  a        a  —  b 


^■^O  fi 


^)  *(«)*'(«)  = 
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c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (i), 

4>'(tt)  [«*'(«)  -f-  2*(l/)]=0. 

On  a  donc 

i®  *'(«)  =  o,     4>  (  tt  )  =  const.  ; 

on  peut  prendre  4>(m)  =  i,  et  Ton  retombe  aînsî  sur  les 
surfaces  homofocales  du  second  degré. 

OU  bien 

d'où,  en  intégrant,  et  faisant  la  constante  égale  ai, 

«**(«)  =  I, 
<ï)(w)  =  l  =  , i— — . 

Le  système  auquel  nous  arrivons  est  donc  le  suivant  : 

x*  Y^  ^^  ,  y 


p  —  a        p  —  6        p  —  c 


-h  -^—7  H =  (x'-f-7«-t-  z>)% 


fx  —  a         ^  —  6         a  —  c 

f^  \'^  z^ 

V  —  a        V  —  h         V  —  c        ^  ' 


C'est  le  système  des  surfaces  homofocales  du  second  degré 
dans  lequel,  à  la,  place  de  x,  jy,  zr,  on  met  — 


r3  J_    5-2 


^   -*-  7'  +  2 

;•,    c'est   donc  ce   système  trans- 


formé  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
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Déterminer  les  fonctions  les  plus  générales  9  e(  ip,  i 
façon  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

(.)  .  =  ,w  +  Q. 

oit  a.  est  un  paramètre  variable,  constituent  l'une  desf, 
milles  d'un  système  triple  orthogonal. 

Nous  changerons  de  variables  et  nous  prendrons  d 
coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  xy  i 

nous  tirons  de  là 


\  d.x  r  dy  r 

L'équation  (i)  deviendra 

(3)  "=/(•)» W.    . 
et  nous  en  tirerons 

(4)  {^  =+/'(.),  w^ï-', 

Nous  chercherons  d'abord  l'équation  générale  des  su 
faces  qui  coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  (1)  ;  ■ 
lieu  de  faire  figurer  dans  cette  équation  x,  jy  z,  nous 
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ferons  entrer  r,  6  et  z.  Soit 

P  =  4.(r,  ô.z) 

l'équation  de  ces  surfaces  où  ^  est  un  paramètre  variable; 
nous  aurons 


(5) 


d^  sinô  d^ 

_j=cose-Ti- £9 

ai:                 dr  r      dO 

r/B          .    ^r/B  cos9  rfS 

dy               dr  r      dB 

d^_d^ 
dz        dz 


La  condition  d'orthogonalilé 

da,  r/p         doL  r/p 
ûte  d.T        dy  dy 


dx  d^ 
dz   dz 


va  devenir,  en  tenant  compte  des  relations  {i)  et  (5), 


(6) 


~/W<f(3)S-+-/(0)o'(z)JÇ=O 


d^J 


dz 


Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, nous  considérons  le  système  suivant  d'équations  si- 
multanées : 


dr 


r'dO 


dz 


r/8 


qui,  en  appelant  C|,  Ct,  Cs  trois  constantes  arbitraires, 
nous  donne 

r=C., 

P  =  c,. 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  (6)  est  donc 
Nous  poserons,  pour  abréger, 

(9)  «  =  r»F(Ô)~<ï>(z), 

et  nous  aurons 

Donnant  à  la  fonction  arbitraire  ;^  deux  formes  distinctes 
Zi  ^^  X«î  nous  ferons 

et  nous  aurons  là,  en  considérant  P  et  y  comme  des  para- 
mètres variables,  lés  deux  autres  familles  du  système  or- 
thogonal, pourvu  que  nous  puissions  déterminer  les  fonc- 
tions jji  et  ;(,,  de  façon  que  l'une  quelconque  des  surfaces 
P  coupe  à  angle  droit  l'une  quelconque  des  surfaces  y, 
c'est-à-dire  de  manière  qu'on  ait,  quels  que  soient  x,  y,  z^ 

<7p  dy        dp  dy        dfi   dy   _ 
dx  dx        dy  dy        dz   dz 

équation  qui,  en  exprimant  les  dérivées  de  |3  et  7  relatives 
à  x^y^  z  au  moyen  de  celles  relatives  à  r  et  u,  devient 


î^^r/'^V+f£^y+(^)*] 


3 

du  du  \_\dx) 


^  \  dr  dr  \_\dxj        \"X/  J        \""  «''        ^^  ^"/ 


(du  dr        du  dr  . 


)8  TBOISlkHE  FAKTIE. 

r  de  la  valeur  (9)  de  u  on  tire 

^  =  2rF{e) cosfl  —  r¥'(i]  sine, 
^=;2rF(r)dQÇ  +  /r(e]cose, 

n  sabstituant  ces  valeurs  de  -;-)  -—,  —-  et  celles  de  -z 
du     dy     dt  a 

-t  — (  l'équation  (10)  deviendra 


j3l!:[;rfii.i«ij.,.ci«ij.«'./.ii^3:^ 


ette  équation,  dans  laquelle  B  doit  être  remplacé  par  sa 
ateur  en  z,  r  et  u,  tirée  de  l'équation  (9),  doit  avoir  lieu 
uels  que  soient  k,  r  ei  z,  et  en  particulier  z  en  doit  dis- 
araitre;  toutes  les  dérivées  de  l'équaiion  (1  ■),  prises  par 
ipport  à  z,  devront  être  nulles.  Remarquons  que  z  n'entre 
ue  par  *{z)  et4''(z).  Pour  plus  de  clarté,  nous  emploie- 
^ns  les  notations  suivantes,  en  remarquant  que,  les  fonç- 
ons *(z)  et  F(Ô)  une  fois  connues,  on  en  peut  déduire 
''*[z)  en  fonction  de  4"  (z)  et  F'*  (6)  en  fonction  deF(fl): 

F"(e)  =  F,[f(e)]. 
>r  la  formule  (9)  donne 

[ous  aurons  donc 

F'-(«)=F.("-i-^). 
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et  réquatîon  (i  i)  deviendra 

dr  dr       \dr  du        du  dr  )  r 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  \\  prenons-en 
la  dérivée  première  et  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  X, 
et  nous  aurons 

'^\drTu^TuTr)-?-°' 


Écartant  l'hypothèse 


d^  dj  _ 
du  du 


qui  ne  conduit  à  rien,  comme  on  s'en  assure  aisément,  il 
reste 

('3)      .  8+r,(îi±^y+r'*'.(X)  =  o. 

et  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quels  que  soient  m,  X  et  r, 
ou  quels  que  soient  — —,  r*  et  Xj  on  doit  donc  avoir 

i"  *'(X)  =  o, 

8-Hr.(ii±^)=o. 

La  première  de  ces  équations  nous  donne,  en  désignant 
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par  /t  et  6  deux  constantes, 


*.(X)  =  ^(X-B), 


et,  remettant  au  Heu  de  <I>i  (X),  «ï>"  [z)  -,  au  lieu  de  X,  4>(^}, 
nous  aurons 


*'W  =  y/^  V'*  W  -  B, 


ciz 


=s/\ 


d^[z) 


On  en  tire,  en  intégrant, 

z  —  Z«     =  y^2  /l  V  0*  (  z  )  —  U, 

Reportant  dans  la  dernière  équation  (8)  et  supprimant  la 
constante  Zq,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  so- 
lution, 

f(z)        n' 


•      .  r 


et,  en  intégrant. 

Je  n'introduis  pas  une  constante;  elle  se  fondrait  avec  <t 
dans  Téquation  (  i  ) . 

Voilà  donc  une  de  nos  fonctions  déterminées;  il  nous 
reste  maintenant  l'équation 

8  +  F'.(^)="    o^    8+r,[F(9)]  =  o; 


F" 
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d'où  Ton  tire,  en  désignant  par  A  et  C  deux  constantes, 

F.[F(Ô)1  =  F»(G)=-4F»(0)4-8AF(0)-|-4(C«-A«), 


F'(G)  =zb2v^— [F(0)-A]»-f-C% 

V^C— [F(0)— A]» 

En  intégrant,  on  aura 

U-    t^       «  X  F(0)  — A 

F(9)=AdrCcos2(Ô  — 0«), 
et  la  première  équation  (8)  donnera 

^==+2Csm2(9-9.). 

On  tiré  de  là,  en  supprimant  la  constante  do  et  n'en  met* 
tant  pas  d'autre  dans  la  nouvelle  intégration, 

/(e)  =  (tango)    *C; 
donc 


=-i^r* 


On  peut  écrire  simplement  a  i=  3"  -  •  Voici  donc  la  conclu- 
sion  à  laquelle  nous  arrivons  :  pour  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  a  =  ç(z)ij^(— j  constituent  Pune 
des  familles  d'un  système  triple  orthogonal,  il  faut  que 
ç(z)  =  2*  et  ^(-)  =— »  c'est-à-dire  que  l'équation  pro- 

\  y 

posée  soit  a  =  z"  -  • 

T.  —  Rée.  a6 


\ 
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Problème  n»  70. 

Etant  donnée  l'une  des  familles  de  surfaces  d'un  sys- 
tème orthogonal,  représentée  par  l'équation 

(,)  «=*"f' 

trousser  les  deux  autres  familles  du  système. 

Nous  pourrions  nous  appuyer  siv  les  formules  de  Texer- 
cice  précédent)  mais  nous  préférons  traiter  le  problème 
directement.  Soit  |3  =  o  Tune  quelconque  des  surfaces  des 
deux  familles  cherchées  ;  nous  devons  avoir 

doL  dp        doL  û?p         doL  df^  ___ 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 

Cette  équation  devient,  quand  on  y  remplace  les  dérivées 
de  a  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (i), 

^    '  X  dx       y  dy        z   dz 

Pour  trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  nous 
avons  à  intégrer  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées : 

zdz d^ 

—  jr   x^y  y  ^—^—. 

Nous  en  tirons 

C,=  2»— /ÎJ», 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a)  est 
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(f  étant  une  fonction  arbitraire.  Nous  poserons 


4o3 


(3) 


tt  r:r  j:'  -4-  j-',      v  z=z  z'^  —  /?/% 


et  nous  aurons 


(4)  /3  =  ?(«,  t'),     y  =  ^{u,u]. 

Il  nous  reste  à  exprimer  que  la  condition 

//|3  fiy        dp   dy        dp   dy  __ 
dx.  dx       djr  dy       dz   dz 

est  vérifiée,  quels  que  soient  Xy  fy  z.  On  peut  écrire  cette 
relation  comme  il  suit  : 

ilu   m  Wdjc)    "^  \dP)  j'^did'v  l\dx)   "^  \dz)  J 


H- 


/dp  dy       dp  dy\    /du  dv  \  ^ 
\du   dif       dv  du)  \dy  dy.) 


ou  bien,  en  remplaçant  les  dérivées  de  u  et  ^'  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (3), 

du  dv       dv  du 

Remplaçons,  dans  cette  équation,  x^  et  z^  par  leurs  valeurs 
en  Uy  V  et^*,  tirées  des  équations  (3),  et  nous  trouverons 


dp  dy        dp  dy  ,        ^ 


-Htt^nh- 


Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  u,  ^ 

a6. 
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et  y*,  va  se  dédoubler,  et  il  viendra 

i/j3  dy 

du  du V 

dp  dy  u 

dtf  d9 

dp        dy 
du       f/u 


dv       dv 

d'où  l'on 

lire 

.dp 

(5) 

dv 

dy 

(6) 

dy                           \   ^              '          u 

dv 

Considérons  la  deuxième  de  ces  équations  aux  différences 
partielles  ;  nous  en  déduirons  les  équations  simultanées 

du  —  (iv  dy 

2 

«+14- 


0,+,).+^  ° 


Pour  intégrer  la  première  de  ces  équations,  nous  poserons 

(  n  H-  1  )*  H-  -  =  4  ^*>  et  il  en  résultera 
^  '         u 


du 

•+• 

itdt 

=  0* 

u 

f  a  ^  r  -h  i- 

—  «« 

4 

On  ti*ouve,  en  intégrant, 
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OU,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur, 


x[y/(/î  +  i)^+^^-^i-//J    • 


On  a  donc,  comme  mtégrale  générale  de  Téquation  (6), 

y  =  V  (  Cl  )     ou  simplement    y  =  Ci , 
c')est-à-dîre 

(7)  (  '-^  ^    .  -[ 

On  trouverait  de  même 


x[y/{«  +  i)*-f-^^-i-f-/iJ      . 

Ces  équations,  dans  lesquelles  il  faut  remplacer  u  et  ^  par 
i/'=a7*-f-^',  if  =  z*  —  ^J*9  sont  celles  des  familles  cher- 
chées. 

On  aura  donc  le  système  suivant  de  surfaces  orthogo- 
nales : 

X 

(9)    J  ^ 


..  T^^ 
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Comme  vérification,  faisons  n  =  i  ;  nous  aurons 


OU 


\^ 


^7 


=  ^/x^-h  z»  —  v'x^+jr' 


C'est  bien  le  système  trouvé  par  M.  A.  Serret  pour  les 

surfaces  qui,  avec  le  paraboloïde  a  =  —  j  forment  un  sys- 

tème  orthogonal. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que,  d'après  le  théo- 
rème de  Dupin,  nous  saurons  maintenant  trouver  les  lignes 
de  courbure  de  tous  les  conoïdes  représentés  par  Téquation 

z'*—=a;  ces  lignes  sont  les  intersections  du  conoïde  par 

les  surfaces  (9)  ou  par  les  surfaces  (10). 

Remarquons  encore  que  chacune  des  surfaces  (9)  et  { 10) 
peut  être  engendrée  par  l'intersection  des  cylindres 

•^'  -H  j^  =  const. ,     i'  —  nx^  =  const. , 

se  déplaçant  suivant  une  loi  déterminée. 


Problème  n""  71. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes 
planes  en  coordonnées  curvilignes.  Application  à  la  re- 
cherche des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de 
cercles. 

m 

Soit 

un  système  de  coordonnées  curvilignes  dans  le  plan  des  x^y 
(les  axes  O^  et  Oy  étant  rectangulaires).  Soit,  d'autre  part, 
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un  faisceau  de  courbes  dépendant  de  la  constante  C.  On 
demande  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ce 
faisceau* 

Soit  Uoj  (^0  ou  Mo  un  point  du  plan,  ç  =  g(u), 
i;  =  ^,  (u)  deux  courbes  passant  en  ce  point,  i^'  et  v\  les 
valeurs  en  ce  point  des  dérivées  de  g^  et  de  g^^ .  Le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  en  Mo  à  chacune  de  ces 
courbes  est  donné  par  les  égalités 


f __^  dy  ^    du       âv  »  ^  ( dy\    ^^^       dv    ^ 


■'-(dx), 


dx         dx       dx    ,  V  dx  J  \        àx       dx  , 

du        dp  du       dv 

Pour  que  ces  deux  courbes  se  coupent  normalement 
en  Mo,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  yy\  = —  i,  c'est-à- 
dire 

E -f- F(p'-t- P'i) -+- Gf'Vi  =  o, 

en  posant 


\du/         \àu/  '  du  dv        du  dv'  \àv  J         \àsf  / 

E,  F,  G  sont  les  coefficients  du  ds^  du  plan  exprimé  en 
fonction  de  u,  i^]  ds^  =  Erfa^-h  2F  du  dv  +  Gdv*  (*). 
Ceci  posé,  si  la  courbe  V  =  ^i  (m)  est  une  courbe  du 

faisceau,  {^\  est  égal  à  —  ^*  et  pour  que  çz=zg(u)  s^il 

dv 
orthogonale  au  faisceau  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction 
i^{u)  satisfasse  à  la  condition 

Supposons,  en  particulier,   que  la  famille  de  courbes 

(*)  Ce  résultat  subsiste  si  le  ds*  est  le  ds*  d'une  surface  quelconque, 
sur  laquelle  on  cherche  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de 
courbes  :  /(  11,  v  )  =3  C. 
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considérée  soit  une  famille  de  cercles;  appelons  u  le  para- 
mètre dont  dépend  cette  famille,  ^(u),  7)(u)  les  coordon- 
nées du  centre  d'un  des  cercles,  r{u)  son  rayon;  nous 
pouvons  écrire 

(4)  { 

pour  cliaque  valeur  de  w,  le  point  x^  y  parcourt  un  cercle 
du  faisceau  quand  v  varie.  Les  équations  (4)  définisseDt 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  où  le  faisceau  con- 
sidéré vérifie  l'égalité  w  =  C.  Appliquons  la  formule  (3); 

on  dL-f-  =  1,  -f-  =o,  donc 

au         '  ov  ' 

du"      G' 

« 

D'autre  part,  on  trouve 

\;         1 -+-('«]  (1-4- 1'»)»     v^      i  +  p^y  (i-Hp2)» 

G  =  rî      '^^'      ^  4r«(f  — p«)«  ^        4r« 

Ç',  Vj  •  •  •  désignant  les  dérivées  de  Ç,  rj,  • . .  par  rapport 

Il  vient  donc 

dv  _  Tj'  p*  -+-  a  ^V  —  ri 
du  ""  2r 

équation  de  Riccati.  Quand  on  connaît  une,  deux  ou 
trois  trajectoires  particulières,  l'équation  s'intègre  par 
deux  ou  par  une  quadratures  ou  sans  quadrature.  Par 
exemple,  quand  la  famille  de  cercles  est. astreinte  à  avoir 


I 
I 
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ses  centres  sur  une  droite  donnée  (ou  à  couper  normale- 
ment une  courbe  donnée),  deux  quadratures  suffisent  pour 
déterminer  toutes  les  trajectoires  orthogonales. 

Quand  un  cercle  est  assujetti  à  couper  orthogonalement 
deux  cercles  donnés,  son  centre  décrit  l'axe  radical  des 
deux  cercles,  on  connaît  trois  trajectoires  particulières, 
les  autres  s'obtiennent  donc  algébriquement;  on  voit  aus- 
sitôt que  ce  sont  les  cercles  qui  passent  par  les  deux 
points  communs  aux  deux  cercles  donnés. 

Problème  n""  72. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  droites. 
Application  aux  génératrices  rectilignes  du  parabo- 
loïde  Gz  =  xy. 

Nous  pouvons  écrire  les  équations  d'une  des  droites  D  ainsi 

a.^  ^^y  et  a^  b,  c  étant  fonctions  d'un  paramètre  u,  et  ç 
représentant  la  distance  du  point  a?,  y^  z  au  point  a,  i,  c 
de  la  droite  (comptée  positivement  dans  le  sens  a,  p,  y)* 
Ceci  revient  à  rapporter  les  points  de  la  surface  réglée 
engendrée  par  D  aux  coordonnées  curvilignes  m,  v. 

Soiup  =  (p(m)  une  ligne  de  la  surface  qui  coupe  ortho- 
gonalement toutes  les  génératrices;  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point  (m,  c),  sont  pro- 
portionnels à 

dx  =  adv  -H  (a'p  -+-  a')  du, 

dy=^  ^dv-v{^'V'^V)du, 
dz^^dv  -^  (y'p  -h  c')du, 

et  pour  que  cette  direction  soit  normale  à  la  droite  D, 
qui  passe  par  le  point  (2/,  t^),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

0  =  a  rfar  -f-  p  ûTk  -H  Y  ^^ 
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OU  bien  (en  tenant  compte  des  relation  a*4-  p^-|-  y^  =  ,^ 

(a)  dv  r=  — (aa'-4-  ^b''^^c')du, 

\f  est  donné  en  fonction  de  u  par  une  quadrature.  Quand 
on  connaît  une  des  trajectoires,  toutes  les  autres  s^en  dé- 
duisent en  augmentant  v  d'une  constante. 

En  particulier,  si  la  droite  enveloppe  une  courbe  (plane 
ou  gauche),  prenons  comme  paramètre  u  Tare  s  de  l'enve- 
loppe compté  dans  un  certain  sens,  comme  point  a,  6,  c 
le  point  de  contact;  les  équations  (i)  deviennent 

et  l'équation  (2) 

dv  =  —  (a'*H-  b'^'\-c'^)ds  =—  ds,        ph-5  =  const., 

résultat  classique. 

Comme  exemple,  cherchons  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  équi- 
latère  xy=Cz. 

Les  génératrices  rectilignes  du  premier  système  ont  pour 
équations 

(i)  a?  =  GX,    7  =  î. 

Pour  la  trajectoire  orthogonale,  onjdoit  avdir 

dy  'h'k  dz  ^  o 

ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  —9  tirée  de  la  se- 
conde équation  (i), 

y  dy  -\'  z  dz  =  o. 

Intégrant  et  désignant  par  k  la  constante  arbitraire,  on  a 

y^-^z^-k^. 
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Ainsi  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rec- 
tilignes  du  premier  système  ont  pour  projections,  sur  le 
plan  des^z,  des  circonférences  dont  Torigine  est  le  centre 
commun. 

La  même  chose  a  lieu^  sur  le  plan  des  xz^  pour  les  tra' 
jectoires  orthogonales  des  génératrices  r'ectilignes  du  se- 
cond système. 

Problème  n"*  73 

Trajectoires  orthogonales  d^ une  famille  de  courbes 
planes  dans  Vespace  et^  1?/I  particulier^  d^une  famille 
de  cercles. 

Le  plan  P  d'une  des  courbes  C,  dépendant  d'un  para- 
mètre arbitraire,  enveloppe  une  surface  développable 
dont  l'arête  de  rebroussement  est  une  certaine  courbe  F. 
Rapportons  la  courbe  plane  mobile  C  à  la  tangente  M ^  et 
à  la  normale  principale  Mtj  de  F,  menées  au  point  M  où 
le  plan  P  est  osculateur  à  F.  Soit  s  l'arc  de  l'arête  de 
rebroussement  F  compté  dans  un  certain  sens  à  partir 
d'une  origine  fixe;  pour  chaque  valeur  de  5,  le  plan  P  et 
la  courbe  C  sont  déterminés,  ^  et  t)  sont  exprimables 
en  fonction  d'un  paramètre  p, 

(l)  5  =  Cp(5,p),  Yj=ll(5,   p). 

D'autre  part,  soit  (a,  b,  c)  les  coordonnées  du  point 
d'osculation  M  rapporté  au  trièdre  fixe  Oxyz]  soit  (a,  p,  y), 
(a^,  po  Yi)  et  (a2,  ^2?  Y2)  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la  binormale 
en  M  à  F;  soit  enfin  R  et  t  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  de  la  courbe  F  en  M.  Les  coordonnées  a?,  y,  z  du 
point  (Ç,  Tj)  de  C  sont 

(2)     a:  =  a-h  aç -+-ai7)y    J^=  ^  4- PÇ  H- Pi*n»     z  =  c -H  Y?  +  Yi^Q. 

D'après  ces  formules,  Xj  y^  z  sont  des  fonctions  de  s  et 
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de  u,  et  les  courbes  données  correspondent  à  une  valeur 
constante  et  arbitraire  de  s.  Les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  en  un  point  (5,  v)  (ou  ^,  7|)  d'une  courbe  C  sont 
proportionnels  à 

Soit  maintenant  i^  =  F(s)  l'équation  d'une  trajectoire 
orthogonale  aux  courbes  C.  En  un  point  (s y  1^)  de  cette 
courbe,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  propor- 
tionnels à  s 

c'  +  Y'T  +  Y'.-l'-^-T  (S  +  S  i)  +ir.  (S  +  S  S)' 

a',  a',  ...  désignant  les  dérivées  de  a,  a,  .  •  •  par  rapport 
à  s.  Ces  quantités  peuvent  s'écrire  encore 

a*  /a        otj \   ,  do  d<l        dv  /    do  dà \ 

P       R^       \R       T/^         ds       '^^  ds        ds  Y  dç         *  dv  ) 
Yi  /y        Yi\  ,  d'à  di/       dt>  /    d<B  M\ 

Pour  qu'il  j  ait  orthogonalité,  il  faut  qu'en  multipliant 
ces  trois  quantités  respectivement  par 

(•S-.^)-      (^S-».^)-      (r.?-».g)- 

et  faisant  la  somme,  on  trouve  un  résultat  nul. 
Il  vient,  en  tenant  compte  des  relations 

^  dsl\dv/  ^\dvj  y  dvds^dv  ds       dçRV  di>       ^  dv) 
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Telle  est  l'équation  difTérentielle  des  trajectoires  ortho- 
gonales cherchées. 

Celte  formule  met  en  évidence  un  fait  remarquable  : 
c'est  que  la  torsion  ne  figure  pas  dans  le  résultat  final  ;  la 
courbure  subsiste  seule.  D'après  cela,  supposons  qu'on 
déforme  la  courbe  F  sans  altérer  sa  longueur  ni  sjt  cour- 
bure; au  point  O,  origine  des  arcs  sur  F,  correspond 
sur  la  courbe  déformée  F'  un  point  O';  au  point  M  (tel 
que  OM  soit  égal  à  s)  correspond  sur  F'  un  point  M'  (tel 
que  O'M'  soit  égal  à  5)5  si  l'on  transporte  les  axes  MÇ,  Mtj 
sur  les  axes  correspondants  M'Ç',  M'rj',  la  courbe  G  vient 
en  G'  et  l'on  obtient  ainsi  un  nouveau  faisceau  de  courbes 
planes.  Quand  on  considère  un  point  P  déterminé  sur 
chaque  courbe  G,  ce  point  décrit  une  courbe  D  quand  G 
varie;  le  point  correspondant  P'  de  G'  décrit  une  certaine 
courbe  D'.  Si  D  est  orthogonale  au  faisceau  G,  D'  est 
orthogonale  au  faisceau  G',  autrement  dit  la  transforma- 
tion en  question  consente  les  trajectoires  orthogonales 
du  faisceau  G.  G 'est  ce  qui  résulte  aussitôt  de  ce  fait  que 
les  trajectoires  orthogonales  des  deux  faisceaux  G .  et  G^ 
sont  définies  par  la  même  équation  (3). 

En  particulier,  quand  on  développe  sur  un  plan  ladéve- 
loppable  dont  F  est  l'arête  de  rebroussement,  F  se  trans- 
forme en  une  courbe  plane  F  telle  que,  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  5,  les  courburesde  F  et  F'  soient  égales.  La  famille 
de  courbes  G  devient  une  famille  de  courbes  G'  situées  dans 
un  plan.  La  recherche  des  trajectoires  orthogonales 
d'une  famille  de  courbes  planes  Cpeut  donc  toujours 
être  ramenée  au  cas  où  ces  courbes  sont  distribuées  dans 
un  plan  xOy. 

Si  notamment  les  courbes  G  sont  des  cercles,  la 
recherche  des  trajectoires  doit  dépendre,  d'après  l'exer- 
cice précédent,  d'une  équation  de  Riccati.  Il  est  bien 
aisé  de    le    vérifier;    on    peut   prendre   comme    fonc- 


\  • 


4i4 

lions  cp,  <p 

(4)     î  =  A(5)H-r(0' 
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I -»-«'* 


îl  =  B(5) -+./-(#) 


2P 


I-h  P* 


4/-*, 


Nous  savons  déjà  qu'on  a 
on  trouve  aussitôt 


2A(i  —  i^*)-f- 4«'B -+-2r(T-f-c*)   r 


4rp 


R         (1-4-P»)*' 


(i-hp«)» 
réquation  (3)  est  donc  ici 


as 


-f-  B'=  0. 


Les  remarques  qui  terminent  l'exercice  [  s'appliquent 
donc  encore  au  cas  où  les  cercles  sont  distribués  dans 
l'espace. 

Problème  n*"  74. 

Etant  donné,  dans  le  plan  xOy^  un  faisceau  de 
courbes  C,  déterminer  les  courbes  G  telles  que,  si  Von 
mène  une  tangente  commune  MM'  à  la  courbe  G  et  à 
une  courbe  C  quelconque^  V angle  MOM'  soit  droit.  Cas 
oii  les  courbes  C  se  réduisent  à  des  points. 

Soit/(.r,  y)  =  c  {fig*  65)  l'équation  du  faisceau  donné. 
Représentons  par  x^^  y^  le  point  M  de  G  et  par  x^  y  k 
point  M'  de  G';  on  a,  par  hypothèse, 


r— 7o  _ 


dx^        dy 
'df^"  di' 
àyo 


\ 


V  1 
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et,  en  même  temps, 
Des  deux  équations 

on  tire  aussitôt 


4i5 


vdx  —  xdy  ydx  —  xdy 


xdx  -\- ydy 


En  portant  ces  valeurs  de  a?oy^o  clans  l'équation 


dy 
dx 


df_ 

dxQ 


df 
dyo 


on  obtient  l'équation  difTérenlielle  cherchée. 

Dans  le  cas  où  les  courbes  C  se  réduisent  à  un  point,  le 
problème  s'énonce  ainsi  :  étant  donnée  une  courbe  fixe  F, 
par  chaque  point  C  de  F  on  mène  une  tangente  CM'  à  une 
courbe  C.  Déterminer  Q  de  façon  que  l'angle  GO  M'  soit 
droit.  Il  suffit  alors  de  porter  les  deux  valeurs  trouvées 
pour  x^^y^  dans  l'équation  de  F 

Dans  ce  cas  particulier,  substituons  aux  coordonnées 
rectilignes  les  coordonnées  polaires  r,  0;  soit  r^^Fi'Oo) 
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le  lieu  des  points  C  ;  on  a 


6a  =  0±:-, 
'1 


et  l'équation  différentielle  s'écrit 


-S-^o^ï) 


ou  encore 


dO 


M) 


=  — c?p, 


en  posant  p  =  -  •  ^ 

Les  courbes  C  sont  donc  données  par  une  quadrature. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  de  l'énoncé 
ci-dessus  rend  immédiat  ce  dernier  résultat. Quand  on  prend 
comme  conique  directrice  le  cercle  x^-{-y^  +  i  =  o,  on 
voit  aussitôt  que  les  courbes  transformées  C'^  des  C  sont 
les  trajectoires  orthogonales  des  transformées  C4  des  C. 
Si  l'on  applique^  à  l'équation  différentielle  formée  plus 
haut  la  transformation 


X  — 


-r 


r  = 


y=~ 


X 


l'équation  ainsi  obtenue  est  l'équation  des  trajectoires 
orthogonales  au  faisceau  G|.  Quand  les  courbes  G  sont 
des  points,  le  faisceau  C|  est  un  faisceau  de  droites  qui 
ont  une  enveloppe,  les  courbes  Cj  sont  les  développantes 
de  cette  enveloppe,  et  les  courbes  G'  les  polaires  réci- 
proques de  ces  développantes. 


y 


Problème  n""  75. 


Surfaces  dont  les  normales  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire.  Former  l'équation  aux  dérivées  par- 
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tielles  à  laquelle  satisfont  ces  sur/aces  et  intégrer  cette 

m 

équation. 

Soit 

X  =  az -¥- aj        y  =  ^z  -^  b 

les  équations  d'une  droite  rapportée  au  Irièdre  trirec- 
langle  Oxyz,  Si  l'on  choisit  comme  axe  des  z  Taxe  du 
complexe  linéaire,  les  droites  du  complexe  satisfont  à  la 
condition  (*) 

(K  étant  une  constante  donnée). 

Les  normales  à  une  surface  z=:zf(^x,y)  ont  comme 
équations  (X,  Y,  Z  représentant  les  coordonnées  cou- 
rantes, et  j?,  yy  z  les  coordonnées  du  point  d'incidence) 

Xz=  —  pZ  -h  X  -^pz,  Y= — gZ-^y  -\-  qz. 

0 

Pour  qu'elles  appartiennent  au  complexe,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

ou  bien 

— py  ~^~  ^^  —  ^' 

Telle  est  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  que 
vérifient  les  surfaces  en  question.  Pour  intégrer  cette  équa- 

(•  )  On  sait  qu'on  appelle  complexe  de  droites  tout  ensemble  de  droites 
assujetti  à  une  condition  :  les  droites  du  complexe  qui  passent  par  un 
point  P  de  l'espace  forment  un  cône.  Le  complexe  est  dit  linéaire  si, 
quel  que  soit  le  point  P,  ce  c6ne  se  réduit  à  un  plan. 

Soit  Oxyz  un  trièdre  trirectangle,  et 

les  équations  d'une  droite.  Quand  on  prend  comme  axe  des  z  une  droite 
convenablement  choisie  (dite  axe  du  complexe)^  Téquation  du  complexe 
s'écrit  (voir,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse^  p.  3 1 3-3x5) 

T    —  Rec,  27 
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lion,  on  doit  intégrer  le  système 


dx 


dy       dz  ^ 


— ■  r        X         K  ^ 
la  première  équation  donne 

arî-f-^ï  =  G; 
d'autre  part,  on  trouve  immédiatement 

dz        xdy  —  vdx         ,  y 

K  x^  -+-72  b  X 

ou  bien 

z  —  K  arc  tane  -  =  C 

X 

Lorsqu'on  définit  un  point  M  par  ses  coordonnées  po- 
laires r,  6  (dans  le  plan  des  x^  y^  et  par  son  ordonnée  2, 
toutes  les  surfaces  cherchées  ont  comme  équation 

^_Ke=:(p(r), 

çp  désignant  une  fonction  arbitraire.   Si  l'on    veut,   par 
exemple,  que  la  surface  passe  par  l'axe  O^r,  on  doit  avoir 

n  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nuL  L'équation  de 
la  surface  est  donc 

Zr=  K(0-h/l7û), 

équation  qu'on  peut  réduire  à  ^  =  K8,  car  la  surface  géo- 
métrique est  la  même,  quel  que  soit  l'entier  n\  c'est  un 
hélicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

Problème  n""  76. 

Étant  donné  un  faisceau  de  surf  aces  S  :  i^  former 
Inéquation  aux  dérivées  partielles  qui  définit  les  sur- 
faces S|  orthogonales  au  faisceau  S  \  2^  former  Véqua- 
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tion  aux  dérivées  partielles  qui  définit  les  surfaces  S', 
telles  que  les  points  de  contact  M,  d'un  plan  tangent 
commun  à  S'  et  à  une  sur/ace  S  quelconque,  soient 
vus  de  l'origine  sous  un  angle  droit,  Application  au 
faisceau  de  surfaces  xyz  =  a. 

Soit 

(I)  F  (^,7-,^)  =  G 

l'équation  du  faisceau  des  surfaces  donné.  En  un  point 
("^?JKî  '^)  d'une  de  ces  surfaces,  les  cosinus  directeurs  sont 

proportionnels  à -j- *  j->  Y'  Si  zz=::f(^x^y)  est  l'équa- 
tion d'une  surface  orthogonale  au  faisceau,  en  tout  point 
[x^  y^  z)  de  cette  surface,  on  a 


(î») 


aF 

0X 


ÔF 


dF 


dy  ^        dz 


Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  surface  z:=:f{x^y)  soit  orthogonale  au  faisceau. 
L'équation  (2)  est  linéaire. 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  intégrer  le  système 


(3) 


dx  dy 


ÔF^ 
dx 


dF_ 

dy 


dz 

dz 


ce  système  définit  précisément  les  trajectoires  orthogo- 
nales r  des  surfaces  S.  Soit  a  =  cp(^,j^,  ^),  p  =  ifix^y^  z) 
l'intégrale  de  (3);  les  surfaces  S|  ont  pour  équation 
p  =  ^(a),  ^  désignant  une  fonction  arbitraire.  Autrement 
dit,  toutes  les  surfaces  S|  s'obtiennent  en  prenant  une  fa- 
mille quelconque  à  un  paramètre  de  trajectoires  orthogo- 
nales r  du  faisceau  S. 

Ce  résultat  est  évident  géométriquement  :  en  tout  point  M 
d'une  surface  S'  engendrée  par  une  trajectoire  F  dépen- 
dant d^un  paramètre,  le  plan  tangent  à  S'  contient  la  tan- 

27. 
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génie  à  F,  c*est-à-dire  la  normale  à  la  surface  S  qui  passe 
par  M.  Inversement,  si  S4  est  une  surface  orthogonale  au 
faisceau  S,  les  trajectoires  orthogonales  des  intersections  C 
de  S|  et  du  faisceau  S  sont  orthogonales  aux  surfaces  S. 

Quand  les  surfaces  S  sont  des  plans,  soit  Fi  et  F2 
deux  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  S,  et  soitMf, 
M2  deux  points  d'intersection  des  courbes  F|,  F2  par 
un  plan  S;  la  distance  M4M2  reste  constante  quand  S  va- 
rie, puisque  la  droite  MiMj  reste  normale  à  Fi  et  Fq. 
D'après  cela,  considérons  une  famille  à  un  paramètre  de 
trajectoires  F,  et  soit  G  la  courbe  de  section  de  cette 
famille  par  un  des  plans  S  ;  quand  S  varie,  la  courbe  C 
reste  invariable;  car  soit  C  la  section  par  un  second 
plan  S;  si  Ton  fait  correspondre  les  points  de  C  et  de  C 
situés  sur  la  même  trajectoire  F,  la  distance  de  deux  points 
quelconques  de  C  et  la  distance  des  deux  points  corres- 
pondants de  C  sont  égales  ;  C  et  C  peuvent  être  amenées 
en  coïncidence.  Il  suit  de  là  que  toute  surface  orthogonale 
à  un  faisceau  de  plans  S  est  coupée  par  ces  plans  suivant 
une  courbe  invariable. 

Passons  aux  surfaces  S',  telles  que  M  et  M'  étant  les 
points  de  contact  de  S  et  S'  avec  un  plan  tangent  com- 
mun, l'angle  MOJVF  soit  droit.  Appelons  x^^  yo^  ^0  les 
coordonnées  du  point  M,  et  x^y^  z  celles  de  M'.  On  aies 
conditions 


dza  )  \  dzn  ) 


-(  —  ) 

\âxo/  _ 


(x  —  xo)  p-^{y—yQ)q  =  z  —  Zq', 
xxo  -^yyo  H-  zz^  =  o. 

Pour  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces S',  il  suffît  d'éliminer  x^^  y^,  Zo  entre  les  quatre 
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équations  précédentes.  Dans  le  cas  particulier  où  les  sur- 
faces S  se  réduisent  à  des  points,  la  condition  imposée  aux 
surfaces  S'  est  la  suivante  :  si  de  chaque  point  M  d'une 
courbe  fixe  F  on  mène  un  plan  tangent  à  S',  Tangle  MO]\r 
doit  être  droit  (M'  désignant  le  point  de  contact  de  S'  et 
du  plan).  Soient  alors 

les  équations  de  F  ;  il  suffit  d'éliminer  Zq  entre  les  équations 

a^f^izo)  -hyii(zo)  -^-  zzq  =  o, 

pour  avoir  l'équation  cherchée. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  S'  n'est 
plus  linéaire,  mais  on  la  ramène  à  la  forme  linéaire  par 
l'emploi  de  la  transformation 

ia:= -=i^ y  = :Zll , 

)         Pï^i-^qiyi  —  zi         -"      ^j.ri-+-^i7i  — ^1 
(4)    ', 

\  Pi^i-^Çiyi  —  Zi  ^  zx  ^  zi 

La  chose  est  évidente  géométriquement;  si  l'on  trans- 
forme par  polaires  réciproques  la  condition  imposée  aux 
surfaces  S',  en  prenant  comme  quadrique  directrice  la 
sphère 

on  voit  que  les  surfaces  S'  sont  les  transformées  des  sur- 
faces S|  orthogonales  au  faisceau  S,  2  désignant  le  trans- 
formé du  faisceau  S.  Comme  Téquation  des  surfaces  S|  est 
linéaire,  la  proposition  est  démontrée.  Dans  le  cas  où  ces 
surfaces  S  se  réduisent  à  des  points,  le  faisceau  S  est 
formé  de  plans. 

Exemple.  —  Supposons  que  le  faisceau  S  soit  repré- 
senté par  l'équation 

xyz  =  G. 
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L'équation  des  surfaces  Sf  orthogonales  au  faisceau  est 

(5)  yzp'\'Zxq  =  xy\ 

le  système  différentiel  attaché  à  Téquation,  à  savoir 

dx  __  dy  __  dz 
yz        zx  ~~  xy 
ou 

xdx  =  ydy  =  zdz 

S  intègre  aussitôt  et  donne 

les  surfaces  Sf  ont  donc  comme  équation 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Quant  aux  surfaces  S',  leur  équation  s'obtient  en  éli- 
minant iCo,  jKo)  ^0  entre  les  quatre  équations 

—  Zo  =/?a"o  =  qyoy         xXo-^yyo-{-zzo=  o, 

(x^xo)p  -+-{y—yo)q  =  z^zq. 
Les  trois  premières  entraînent  la  conséquence 

Zo  (  ~~    _Z  -H^)  —  o. 

\  p       q       J 

L'équation  cherchée  est  donc 

Cette  équation  est  bien  de  la  classe  de  celles  que  la 
transformation  de  Legendre  ramène  à  la  forme  linéaire. 
Si  on  lui  applique  les  formules  (4),  elle  devient 

q\Xi-\'Pxyx  xiyi 


ZiipiXi-^qiyi^Zi)       «f  (/^lO^iH-^ijKi— -î) 
ou  bien 
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On  retombe  donc  sur  l'équation  (5).  Ce  résultat  s'aper* 
cevrait  encore  en  remarquant  que  le  faisceau  xyz  =  C  se 
transforme  en  lui-même  dans  la  transformation  par  po- 
laires réciproques  (4).  En  effet,  les  formules  (4)  donnent 

aussitôt 

—  I  —  I  — ^i 


et,  par  suite, 

Les  surfaces  S^  sont  donc  (dans  l'exemple  actuel)  les 
polaires  réciproques  des  surfaces  Sf . 

Problème  n^  77. 

Rappel  des  propriétés  des  lignes  de  courbure  et  des 
lignes  asymptotiques» 

On  sait  que  les  lignes  de  courbure  jouissent  de  ces 
deux  propriétés  dont  chacune  suffit  à  les  définir  : 

i^  Elles  sont  tangentes  en  chaque  point  à  une  section, 
principale  ; 

2°  Le^  normales  à  la  surface,  le  long  d'une  ligne  de 
courbure,  engendrent  une  développable. 

Quand  une  courbe  C,  commune  à  deux  surfaces  S  et  S| , 
est  ligne  de  courbure  pour  S  et  Si,  les  deux  surfaces  se 
coupent  le  long  de  G  sous  un  angle  constant.  Inverse- 
ment, quand  S  et  S{  se  coupent  sou&  un  angle  constant  le 
long  d'une  courbe  qui  est  ligne  de  courbure  de  S,  C  est  aussi 
ligne  de  courbure  de  Si  {théorème  de  Joachimsthal), 
Quand  une  sphère  ou  un  plan  coupe  une  surface  S  sous  un 
angle  constant,  Tinterseclion  est  ligne  de'courbure  de  S. 

Lorsqu'une  surface,  soit  /(^,J^, ^)  =  o,  fait  partie 
d'une  famille  de  surfaces  triplement  orthogonales 
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elle  est  coupée  par  les  autres  surfaces  de  la  famille 
[cp  =  ^3,  i  =  y1)  suivant  ses  lignes  de  courbure  (théorème 
de  Du  pin). 

D'après  ce  théorème,  si  l'on  transforme  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  une  surface  S,  les  transformées  des 
lignes  de  courbure  de  S  sont  lignes  de  courbure  de  la 
surface  transformée. 

Considérons  toutes  les  transformations  obtenues  en 
combinant  un  d«!'placement  dans  l'espace  avec  une  trans- 
formation homothétique  ou  une  inversion.  Si  une  telle 
transformation  (dépendant  au  moins  d*une  constante  arbi- 
traire) change  en  elle-même  une  surface  S,  les  transformées 
d'une  ligne  de  courbure  sont  encore  lignes  de  courbure.  On 
connaît  donc  une  transformation  continue  de  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure  :  cette  équation  s'in- 
tègre par  quadratures  (*). 

Les  lignes  asympto tiques  peuvent  être  définies  par  une 
des  deux  propriétés  suivantes: 

1°  Elles  sont  tangentes  en  chaque  point  à  une  asym- 
ptote de  rindicàtrice; 

(*)  Voici  comment  on  établit  simplement  ce  dernier  point.  Rappor- 
tons la  surface  à  des  coordonnées  curvilignes  a,  p,  et  soit 

(i)  Ac/a  +  Bû?p-=o 

l'équation  des  lignes  de  courbures.  La  transformation  continue  en  ques- 
tion substituée  un  pointa,  p  deS  le  point  a,  =  <ï>(a,  p,  c),  p,  =  V(a,  p,c). 
On  peut  toujours  supposer,  comme  on  le  montre  aisément,  que  pour 
une  valeur  de  c  (c  =  o  par  exemple),  <t»  et  W  se  réduisent  identique- 
ment à  a  et  p,  et  l'on  a,  dans  ces  conditions, 

(2)  a,=  a  +  C'f(x,?)-h...,         p.=  p  +  c^Ka,p)-i-.... 

Soit  maintenant  F(a,  p)-^  G  l'intégrale  de  (i);  la  transformation  (2) 
conservant  Icquation  (i),  si  l'on  remplace  dans  F(a„p^)  les  variables 
a,,  p,  par  leurs  valeurs  (2),  la  fonction  F, (a,  p,  c)  ainsi  obtenue  doit, 
être  (quel  que  soitc)  une  simple  fonction  de  F,  soit  G(F,  c),  et  Ton 
peut  écrire 

F.(a,p,c)^F(a,p)-hc(^«p-f- j^    ^H-...^G(F,o)  +  c  G:,(F,o)-1...., 
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a**  Leur  plan  osculateur  en  chaque  point  est  tangent  en 
ce  point  à  la  surface. 

Cette  dernière  propriété  étant  projective,  il  est  clair 
que,  si  l'on  transforme  homographiquement  une  surface  S, 
les  transformées  des  asymptotiques  de  S  sont  les  asym- 
ptotiques  de  la  surface  transformée  S{. 

Quand  une  transformation  homographique,  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire,  change  en  elle-même  une  sur- 
face S,  les  transformées  d'une  asymptotique  sont  encore 
des  asymptotiques  de  S.  L'équation  des  asymptotiques 
s'intègre  par  quadrature. 

Considérons  toutes  les  transformations  obtenues  en 
combinant  un  déplacement  dans  l'espace  avec  une  trans- 
formation homothétique  :  quand  une  telle  transformation 
(dépendant  d'une  constante  arbitraire)  change  en  elle- 
même  une  surface  S,  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes 
asymptotiques  de  S  s'obtiennent  par  quadratures. 

Quand  on  rapporte  une  surface  S  à  des  coordonnées 
curvilignes  quelconques  a,   p,  l'équation  des   lignes    de 
courbure  s'écrit  en  appelant  u,  s^^  w  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  (ou  des  quantités  proportionnelles). 


dx  u  du 
dy  V  dv 
dz     w    dw 


=  o. 


d'où  régalité 


ou  encore 


g\^g4,^G;(F,o)^II(lO, 

X[A?-hB^]=H(F), 


X  désignant  un  multiplicateur  de  (x):  mais  77-rrT-  est  aussi  un  multipli- 

H  (  b  ; 

cateur.  L'expression  — ^  est  donc  un  multiplicateur  do  l'équa- 
tion (i)  qui  s'intègre,  par  suite,  à  Taide  d'une  quadrature  de  diflérea- 
tielle  totale. 
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Par  exemple,  on  peut  prendre 

dy  dz       dy  dz 


u  = 


doL  d^        d^  doL 


L'équalion  des  asjmptotiques  est 

/àx  ,        dx  ,o\       dx     dx 


(dz 

\dOL 


d% 


dy     dy 


da     d? 


=  o, 


OÙ  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


( 


d.c 


d% 


dx 

dp 


^).=0 


</a« 


'^'I^«^?^-Sf^^ 


Appliquons  cette  équation  aux  surfaces  réglées 

(^  désignant  la  distance  du  point  x,  y,  z  au  point  oti  ,  j^i ^ 
>Zi);  on  trouve  aussitôt 


da  =  o 


et 


^^  =  PP«H-QP  +  R, 


P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  a.  Les  lignes  a  =  const. 
sont  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface;  la  seconde 
famille  d'as^^mptoliques  dépend  d'une  équation  de  Riccati; 
elle  s*oblienl  par  quadratures  si  Ton  connaît  une  ligne 
particulière  de  cette  famille. 

»  Problème  n*"  78. 

Lignes  de  courbure  et  lignes  asymptotiques  de  la 
surface 


(0 


a?  =  rcosO,        j^  =  rsinO,        z=a6-i-F(r} 


APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL.         4^7 

et  de  la  surface 

(2)       ar=rcosO,        ^=rsinO,         ^  =  a6 -h  F(re-*ô). 

Cas  particulier  où  z  est  égal  à  a^  (hélicoïde  gauche 
à  plan  directeur). 

Définissons  un  point  de  l'espace  par  son  ordonnée  z  et 
par  les  coordonnées  polaires  r,  8  de  sa  projection  sur  le 
plan  xOy.  La  transformation 

est  la  combinaison  d'une  transformation  homothétique 
r  =  Xri ,  et  d'un  déplacement  dans  l'espace  6  =  ô|  +  to, 
z  =  Zi-\-C,  Or  la  surface  (i),  qui  a  pour  équation 

z=:a6-f-F(r) 
se  change  en  elle-même  dans  la  transformation 

co  désignant  une  constante  arbitraire. 
De  même  la  surface  (2),  ou 

se  change  en  elle-même  dans  la  transformation 

Posons  7'e~*^=p;  pour  la  surface  (i),  k  est  nul  et  p  se 
confond  avec  r.  Soit  Q  =  (p(p)  l'équation  d'une  asympto- 
tique  (ou  d'une  ligne  de  courbure)  ;  l'équation  8-|-  w=:  cp(p) 
définit  encore  une  asymptotique  (ou  une  ligne  de  cour- 
bure). L'équation  des  asymplotiques  et  celle  des  lignes 
de  courbure  doivent  donc  être  de  la  forme 

Pour  le   vérifier,  formons  d'abord  l'équation  des  asym- 


f/0  eAÔ 


^/ee*o 
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ptoliques;  il  vient 
2  dp(k  cosB—  sin6) 
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I 


p  e*^  (A-  cos  6  — -  sin  6)     e^^  cos  6 


û?8p[(A:*— OcosO  — aArsine]  ) 
i  î6fp(A:  sînO -h  cosô)  j  .a  .       ^ 


=  0 


I      -hrfOp[(A:«  — i)sin6-f-2A:cosO]) 

F''(p)<o« 

ou  bien,  en  développant  et  divisant  par  e-*^, 


a 


F'(p) 


(3) 


2a 


F' ^pî— :ir  ^p  ^0 -H  c?02[p(i-hX:2)F'— 2aX:]  =  o. 

r 


Sachant  que  8  ne  figure  pas  explicitement  dans  Téqua- 
lion,  il  était  loisible  d'écrire  le  déterminant  précédent 
en  y  faisant  8  =  0;  on  trouvait  ainsi  l'équation 

2A:rfpé/0-f-p(A:«  — i)rfe*     p*      i 

2<:/p<fO -H2Â:p  <i02  p       o 

F'  fl^p2  a     F' 

d'où  l'équation  (3)  se  déduit  immédiatement. 

Quand  F"  est  nul  (F  ^  6p  -h  c),  la  surface  est  réglée; 
l'équation  (3)  donne  8  =  9©  et 


=  o, 


db 


ia 


dp        p[b{i-^  k')p  —  '.>.ak] 

Si  b  est  nul,  la  surface  est  un  hélicoïde  gauche  à  plan  di- 
recteur et  les  asjmptotiques  sont  les  courbes  6  =  9©  ei 
r=  /'o  (droites  et  hélices). 

Un  calcul  pénible  vérifierait  de  même  que  8  ne  figure 
pas  dans  le  déterminant  qui  représente  le  premier  membre 
de  l'équation  des  lignes  de  courbure.  Mais  il  nous  suffit 
d'écrire  ce  déterminant  en  y  faisant  8  =  0.  On  a  ici 

^M^  =      ae*Ôsine-F'pe*ô(Â:sinO-f.cose)=M, 
D(p,e) 

^//^  Zl  =  — ae*«cose-hF'pe^'0(A:cose  — sinô)=P, 
D(p,  0) 
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Si  l'on  prend  les  différentielles  totales  de  w,  p,  «^  en  fai- 
sant ensuite  0  =  o,  et  si  l'on  fait  de  même  0  =  o  dans  Uy 
v^  çv,  ainsi  que  dans 

dx  =  e*9  cosO  d^  -h  pe^^[A-cosO  —  sinÔ]^0,         ..., 

l'équation  des  lignes  de  courbure  s'écrit 

dp  -h  k^  ^Ô       —  pF'  (a  —  2pÂ:F')  rfS  — (  F'-t-  pF')  dç> 

pc/9  pÂ:F'  — a    (-.aA--hp(>t2— i)F')<ie-+-(F'-hpF")é/p 

a<iô-hF'€ip  p  a/cpt/G-f-^p 

Quand  la  surface  est  un  hélicoïde  [^"  =  0,  F^o],  cette 
équation  donne  simplement  rfô^ — dç^{^'-\- a^)=.  o. 
Effectuons  l'intégration;  il  vient,  en  désignant  la  constante 
par  8o)  

ios.^±l5!±«!  =  ±(e_0o). 


=  O. 


a 


p  -h  /p2  -f-  a-î  =  ae^^-^o)  ; 

CD  en  déduit 

—  p  -h  /p*-i-a=i  =  ae='=-^-^o),     et     p  =  -    e*(^-^o)  —  e^C^-^o»    ; 

si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  on  a  les  projections 
des  lignes  du  premier  système;  les  signes  inférieurs  don- 
nent celles  du  second  système.  Toutes  ces  projections 
passent  par  le  pôle,  et  onpeutles  obtenir  en  faisant  tourner 
autour  de  ce  point  la  spirale  unique  ayant  pour  équation 

p=2(c9-e-0). 

La  génératrice  rectiligne  en  un  point  M  de  la  surface 
est  bissectrice  de  l'angle  droit  formé  par  les  deux  lignes 
de  courbures;  en  effet,  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  en  M  à  une  ligne  quelconque  L  de  la  surface 
sont  égaux  à 

dp  cos9  —  p  sin8rf9  c^p  sin6  H- pcos  6tf6  ad^ 

/(p«-+-a*)û?Ô*-h"3p«  '      /(p«-t-aî)û?eî-Hû?p»  '      /(p2-f-a»)c/02-4-6fp^  ' 
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le  cosinus  de  l'angle  de  cette  direction  et  de  la  généra- 
trice 8  =  80   est  donc  égal  à    ,  ^  et,  si  la 

ligne  L  est  ligne  de  courbure,  cette  dernière  expression 
a  pour  valeur  —  •  L'indicatrice  de  la  surface  est,  d'après 

cela,  une  hyperbole  équilatère  ;  la  surface  est  une  surface 
minima.  Il  est  facile,  d'ailleurs,  de  calculer  la  valeur  des 
rayons  de  courbure  principaux  :  la  normale  en  un  point  M 
de  la  surface,  étant  perpendiculaire  à  la  génératrice  rec- 
tiligne  9  =  0o>  se  projette  sur  le  plan  xOy  suivant  la 
perpendiculaire  au  rayon  Om  [m  désigne  la  projection 
de  M);  elle  est  de  plus  normale  à  l'hélice  r^=ro  et  fait, 
par  suite,  avec  0>5  un  angle  dont  la  tangente  est  égale 

à  -•  Si  en  deux  points  infiniment  voisins  m,  m^  de  la  pro- 
jection d'une  ligne  de  courbure,  on  mène  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  Om,  0/n',  elles  se  coupent  en  p:h 

distance  jE7/n  est  égale  »;75>  ^^  *^  suffit  dç  multiplier  par 

— pour  avoir  le  rayon  de  courbure  principal  ea  M; 

on  trouve  ainsi  R|  = ,  K2  =  — ^^- -• 

a  Or 

Problème  n""  79. 
Lignes  de  courbure  de  la  surface  S 

X  =  Cl—^ >.         y  =i  o  — ^ 9  z  =i  c 


\3.  "  A-f-fJL  A-|-|Jl 

Cette  surface  S  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  les 
quadriques  homofocales  a  S  forment  une  famille  de  sur- 
faces triplement  orthogonales  qui  coupent  S  suivant  ses 
lignes  de  courbure  :  la  relation  entre  X,  [a  qui  définit  une 
ligne  de  courbure  est  donc  algébrique  et  peut  être  obte- 
nue à  l'aide  d'un  calcul  élémentaire. 


(X  + 

1^)* 

è(X«- 

+  0 

a^ 

1*)' 

—  2CX 

=  o. 
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Formons  directement  Téquation  différentielle  des  lignes 
de  courbure.  Nous  avons  ici 

^y  __       è  (  [X*  -H  I  )  ày  _ 

àz  ^  ic\>.  ^^  __ 

5X  ~      (X-+-{ji)»'  âjl  ~      (X-f-ii)2 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à 

ôc(i-f-X[jt),        ac(i  — Xfjt),        aô(X  — fx),   « 

Prenons  donc  ces  trois  quantités  pour  valeurs  de  Uj  v^  iv 
et  écrivons  l'équation  des  lignes  de  courbure 

a(iJL^—'i)cD<  -h  a(X^  —  i)d[JL      6c(T-hX[jt.)       bc{'kdit.-\-^dl) 
—  b(y.^-hi)dk  —  6(X2-f-i)<i{jL    ca(T— X[jl)     — ca ( X  <a?fji -+- jx <a?X ) 
2c({jifl?X — Xdii)  a&(X  — fx)  ab{d\  —  d\L) 

Pour  développer  ce  déterminant,  on  peut  remplacer  la 
première  ligne  par  la  ligne  obtenue  en  multipliant  les 
éléments  de  la  première  et  de  la  seconde  par  a  et  6  et 
faisant  la  somme;  dans  le  nouveau  déterminant,  la  pre- 
mière ligne  est 

[(a*— 62)|xî— (a«-+-ô2)]c?X-H[(a«— ô«)]X«  — (a2-+-6*)]cfîx,     abc,     o. 

Un  calcul  tout  élémentaire  montre  alors  que  l'équation 
précédente  s'écrit  (en  divisant  par  abc  qui  entre  en  fac- 
teur) 

si  l'on  pose 

Cette  équation  est  une  équation  d^Euler,  c'est-à-dire 
une  équation  de  la  forme 

dk      __      rf|x 
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P4  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  D'après 
ce  qui  précède,  l'intégrale  de  cette  équation  est  algé- 
brique; c'est  là  un  résultat  bien  connu  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Problème  n**  80. 

Lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  du  plan 
mobile  à  deux  paramètres 

^z  rrz  u.r  ->^  vy  ->r  w^         [ tv  =  / 1  -t-  u^ -4-  c^ _|_  © ( c; )]. 

On  montrera  que  les  deux  familles  de  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  et  Von  déterminera  ©(^),  de  façon 
que  les  plans  des  courbes  de  Vune  des  familles  passent 
par  une  droite  fixe. 

Les  coordonnées  x^  y,  z  d'un  point  de  la  surface  sont 
données  par  les  égalités 


—  u 


v/i  -+-  a^  -T- 


V 


s 


—  p 


(1)  ly=  -=:^- -  o'(p), 

\f  \  -^  U^' -\-  V^ 

\/  I  -H  W2  _^_  p2 

Ces  égalités  s'écrivent  encore,  en  appelant  a,  p,  y  les  co- 
sinus directeurs  de  la  demi-normale  qui  fait  avec  Oz  un 
angle  aigu 

(2)  jr  =  a,        r-^?'(^)=P»        -5— [?(*')—«'?'(«')]  =  Y- 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  :r  =  Xo  le  long  de 
la  section,  on  a  aL  =  ±Q,  Le  plan  coupe  doue  la  surface 
sous  un  angle  constant;  les  courbes  planes  a;  =  ^0  for- 
ment une  première  famille  de  lignes  de  courbure. 

D'autre  part,  les  équations  (2)  nous  montrent  que,  le 
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long  d'une  ligne  p  =  Po>  les  normales  passent  par  le  point 
fixe  P, 

Les  lignes  p  =  f^o  sont  donc  des  lignes  de  courbure  de  S; 
de  plus,  chacune  d'elles  est  sur  une  sphère  de  centre  P  et  de 
rayon  égal  à  l'unité.  Enfin,  en  éliminant  w,  c'est-à-dire 

y/ 1  +  w^  H-  ç^^  entre  les  deux  dernières  équations  (i),  on 
voit  qu'elle  est  aussi  contenue  dans  le  plan 

La  seconde  famille  est  donc  une  famille  de  cercles  dont 
les  plans  sont  tous  parallèles  à  l'axe  Ox.  Si  ces  plans  pas- 
sent par  une  droite  fixe,  cette  droite  est  nécessairement 
parallèle  à  O^  (autrement  les  plans  coïncideraient  avec 
un  plan  fixe);  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

PCH-  6-H  o'(p)(i  -4-  pî)  —  i;<p(i;)  =  o, 

6  et  c  étant  deux  constantes  (coordonnées  du  pied  de  la 
droite  fixe  dans  le  planj^O^);  autrement  dit,  <p  doit  véri- 
fier l'équation  difi'érentielle 


,  __       V  cv  -h  b 


équation  linéaire  qui  s'intègre  d'après  la  méthode  clas- 
sique; on  pose  ç  =  y/i  -+-  %*^àj  et  Ton  trouve 


par  suite 


+  («')=  — ^^ r 

(i-t-p2)* 

I  /   \       —  èp  -f-  c  . 
/i-hp* 


et 


ç((;)  =  a^I-H  p*  —  6p -h  C. 
T.  —  Ree.  28 


'v 
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Problème  n*  81. 
Lignes  asymptotiques  de  la  surface 

Si  l'on  change  u  en  i^i  -^  c,  on  a 

ar  =  a?i-f-c,        y  =  ecyi,        z  =  z^  —  c, 

transformation  homographique  qui  conserve  la  surface. 
Les  asymptotiques  doivent  donc  être  données  par  une 
quadrature  de  la  forme  (i^'  =  du¥{u). 

Formons  l'équation  des  asymptotiques.  Il  vient 

—  e-^du"^  —  2-f-e-'*       I 

e^^--**^{du^—idudt>-\-dv^)       —  e^v-u)       ^v-u     =0. 
e"  du>  e"  —  ï 

OU  bien  [en  divisant  par  e^*'""J( 2  —  e^ — e""")  qui  est  en 
facteur] 

idudv  —  dv^  =  o,        c'est-à-dire    v  ^=^v^    et    t>=:2M-f-a. 

Telles  sont  les  deux  familles  d'asympto tiques.  Les 
asymptotiques  (^  =  i^o  se  projettent  sur  le  plan  des  j^^  sui- 
vant une  famille  d'hyperboles,  à  savoir  les  hyperboles 

Les  asymptotiques  (^  =  2  w  +  a  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  la  famille  d'hyperboles 

xy —  a^  4-  e*  =  0. 

Problème  n""  82. 

Lignes  de  courbure  des  surfaces  normales  à  une 
famille  de  plans  P  qui  enveloppent  un  cylindre  (sur- 
faces moulures),  ou  à  une  famille  de  plans  qui  enve- 
loppent un  cône. 
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Soit  S  une  de  ces  surfaces  ;  les  sections  C  de  S  par  les 
plans  P  forment  une  famille  de  lignes  de  courbures.  Les 
trajectoires  orthogonales  G  des  courbes  G  constituent  la 
seconde  famille.  Or  les  courbes  G'  sont  normales  à  la  fois 
en  un  de  leurs  points  M  à  la  tangente  en  M  à  G  et  à  la  nor- 
male à  la  surface  droite  du  plan  P;  les  courbes  G'  sont 
donc  des  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  plans 
P  (voirie  problème  n°  76),  et,  comme  les  plans  P  sont  pa- 
rallèles à  une  droite  fixe  O^,  les  courbes  G'  sont  planes  et 
leur  plan  est  perpendiculaire  à  O^.  Les  lignes  de  courbure 
d'une  surface  S  donnée  sont  donc  ses  intersections  par  les 
plans  P  d'une  part,  et  par  les  plans  parallèles  à  xOy 
d'autre  part. 

Considérons  les  projections  C"  des  courbes  G'  sur  le 
plan  xOy;  les  courbes  G"  sont  orthogonales  aux  traces 
des  plans  P  sur  ^Oj^,  c'est-à-dire  aux  droites  qui  enve- 
loppent la  section  droite  du  cylindre  ;  les  courbes  G"  sont 
donc  des  développantes  de  cette  section  droite.  Inverse- 
ment d'ailleurs,  toute  développante  d'une  section  droite 
quelconque  du  cylindre  est  une  trajectoire  orthogonale  G' 
des  plans  P. 

On  connaît  donc,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  (à 
savoir  la  quadrature  qui  donne  l'arc  de  la  section 
droite  du  cylindre),  les  trajectoires  orthogonales  G'  des 
plans  P.  Gette  même  quadrature  permet  d'ailleurs  d'ob- 
tenir toutes  les  surfaces  S  en  question  :  il  suffit  de  prendre 
une  surface  quelconque  engendrée  par  les  trajectoires  G'. 

Quand  les  plans  P  enveloppent  un  cône  de  sommet  O, 
une  trajectoire  G'  orthogonale  aux  sections  p|[ahes  G  de  S 
est  normale,  en  chacun  de  ses  points  M,  à  la  droite  OM^ 
elle  est  donc  située  sur  une  sphère  S  de  centre  O.  Les 
lignes  de  courbure  d'une  telle  surface  S  donnée  sont  donc 
ses  intersections  par  les  plans  P  d'une  part,  et  les  sphères 
de  centre  O  d'autre  part. 

28. 
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Chaque  courbe  C  est  orthogonale  aux  plans  P;  par 
suite,  elle  est  normale  aux  grands  cercles  de  22  qui  enve- 
loppent la  section  Y  du  cône  par  la  sphère  S  ;  c'est  une 
développante  sphérique  (  ^  )  de  la  courbe  F.  Il  suffit  donc, 
pour  déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  plans  P, 
de  calculer  les  développantes  sphériques  c'  de  la  courbe  y, 
intersection  du  cône  donné  avec  la  sphère  de  rayon  i 
et  de  centre  O,  puis  de  prendre  leurs  homothétiques  par 
rapport  au  point  O.  Ce  calcul  n'exige  qu'une  quadrature, 
à  savoir  la  quadrature  qui  donne  l'arc  de  y.  Toutes  les  sur- 
faces S  s'obtiennent  en  engendrant  une  surface  à  l'aide 
d'une  famille  de  courbes  C^ 

La  section  de  S  par  un  des  plans  P  est,  dans  les  deux 
cas,  une  figure  invariable,  ainsi  qu'on  l'a  montré  dans 
le  problème  n°  76. 

Problème  n*"  83. 

Surfaces  normales  à  une  famille  de  plans  P  ou 
engendrées  par  des  trajectoires  orthogonales  à  une 
famille  de  plans  {surface  de  Monge). 

Une  première  famille  de  lignes  de  courbure  se  compose 
des  sections  C  de  S  par  les  plans  P.  La  seconde  famille 
comprend  les  trajectoires  orthogonales  aux  courbes  C. 
Ces  trajectoires  sont  normales  en  chaque  point  M  au 
plan  P  qui  passe  par  ce  point;  elles  sont  donc  aussi  tra- 
jectoires orlhogonales  du  faisceau  P.  Inversement,  toute* 
surface  S  formée  de  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  P 
est  orthogonale  au  plan  à  ce  faisceau.  Enfin,  les  sections  C 

• 

(*)  Étant  donnée  une  courbe  sphérique  y,  dont  Tare  compté  à  partir 
d'un  point  P  est  a,  ses  développante^  sphériques  s'obtiennent  en  me- 
nant en  chaque  point  M  de  y  le  grand  cercle  de  la  sphère  tangent  à  y, 
et  en  prenant  sur  ce  grand  cercle  un  arc  MM|  de  longueur  2,  telle  que 
la  somme  9  +  /  soit  constante.  Le  lieu  des  points  M,  est  normal,  en 
chaque  point,  au  grand  cercle  MM,;  c'est  une  développante  sphérique 
de  Y. 
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d'une  surface  S  par  les  plans  P  sont  de  forme  invariable. 
Ces  propositions  ont  été  établies  dans  le  problème  n°  76.  Les 
surfaces  de  Monge  sont  donc  engendrées  par  une  courbe 
plane  invariable  C  qui  se  déplace  de  façon  que  les  vitesses 
de  ses  points  soient  normales  à  son  plan.  Inversement, 
toute  surface  qui  admet  un  tel  mode  de  génération  est 
coupée  orthogonalement  par  le  plan  P  de  C;  car  la  nor- 
male en  un  point  M  à  la  surface  est  normale  à  la  fois  à  la 
tangente  en  M  de  la  courbe  C  et  à  la  vitesse  de  déplace- 
ment du  point  M  de  C;  elle  est  donc  contenue  dans  le 
plan  P. 

De  plus,  les  trajectoires  des  différents  points  de  la 
courbe  invariable  G  sont  orthogonales  aux  plans  P  (Pro- 
blème n°  76).  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  S  don- 
née sont  donc  ses  intersections  C  par  les  plans  P  et  les  tra- 
jectoires des  différents  points  de  la  courbe  invariable  C. 

Une  difficulté  se  présente  toutefois  quand  la  courbe  so- 
lide plane  G  peut  être  déplacée  d'une  façon  continue  sans 
cesser  de  coïncider  géométriquement  avec  elle-même,  autre- 
ment dit  quand  G  est  une  droite  ou  un  cercfe.  Étant  don- 
nées deux  positions  de  G,  soit  G  et  G',  et  un  point  M  sur  G, 
on  peut,  dans  ce  cas,  amener  G  à  coïncider  avec  G'  de  fa- 
çon que  M  coïncide  avec  un  point  arbitraire  M'  de  G'  ;  mais 
la  trajectoire  MM'  du  point  M  une  fois  fixée,  celle  d'un 
point  Mi  quelconque  de  G  l'est  elle-même,  et  s'obtient  en 
portant,  à  partir  de  M',  le  long  de  G',  un  arc  M' M',  con- 
stamment ég^l  à  MMi.  D'après  cela,  la  seconde  famille  de 
lignes  de  courbure  peut  toujours  s'obtenir  à  l'aide  d'une 
quadrature;  en  effet,  rapportons  un  point  de  la  surface  S 
à  deux  coordonnées  curvilignes  a,  ^,  en  choisissant,  comme 
coordonnée  ^,  l'arc  de  G  compté  à  partir  d'une  certaine 
ligne  de  S;  si  3  =  ©(a)  est  une  des  trajectoires  orthogo- 
nales G'  des  courbes  G,  toutes  les  autres  s'obtiennent  en 
augmentant  f  d'une  constante;  les  courbes  G'  sont  donc 
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données  par  une  équation  différentielle  de  la  forme 

c'est-à-dire  par  une  quadrature. 

Quand  la  courbe  G  est  un  cercle,  la  surface  S  est  l'en- 
veloppe d'une  sphère  de  rayon  constant,  dépendant  d'un 
paramètre,  à  savoir  la  sphère  dont  C  est  un  grand  cercle. 
La  surface  est  dite  surface-canaL 

Quand  la  courbe  G  est  une  droite,  le  plan  langent  le 
long  de  la  droite  est  normal  au  plan  P  ;  la  surface  est  une 
développable.  D'après  un  théorème  classique,  la  recherche 
des  lignes  de  courbure  d'une  développabie  n'exige,  en  effet, 
qu'une  quadrature. 

Getle  quadrature  peut  d'ailleurs,  dans  certains  cas,  s'ef- 
fectuer algébriquement.  G'est  ce  qui  arrive  pour  les  exem- 
ples particuliers  traités  dans  le  problème  précédent. 

Si  l'on  applique  aux  surfaces  de  Monge  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  arrive  à  ce  théorème  : 
Quand  une  surface  donnée  S  coupe  orthogonalement 
un  faisceau  de  sphères  passant  par  un  point  fixe,  les 
lignes  de  courbure  de  S  s^ obtiennent  sans  intégration; 
toutefois,  quand  les  intersections  de  S  et  des  sphères 
sont  circulaires,  la  détermination  de  la  seconde  famille 
des  lignes  de  courbure  dépend  d'une  quadrature. 


QUATRIEME  PARTIE. 

EXERCICES  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 


Problème  n""  1. 

RAPPEL    DES    DÉFINITIONS    RELATIVES    AUX    FONCTIONS 

ANALYTIQUES. 

Fonctions  uniformes.  —  Soit  P(^,j^)  -h  iÇl{oc^y)  une 
expression  uniforme  dans  une  aire  A  du  plan  xO}\, 
c'est-à-dire  une  expression  telle  que  P  et  Q  n'aient  qu'une 
détermination  en  un  point  quelconque  (^,y)  de  A.  Admet- 
tons, de  plus,  que  les  fonctions  P  et  Q  soiçnt  continues 
et  admettent  des  dérivées  premières  continues,  sauf  en 
des  points  exceptionnels  de  l'aire  A.  On  dit  que  l'expres- 
sion P  -f-  iQ  définit  une  fonction  analytique  uniforme 
F(^)  de  la  variable  complexe  s  =  ^  +  iy,  si  P+iQ 
admet  une  dérivée  par  rapport  à  z,  autrement  dit  si  l'on  a 
identiquement 

dx        dy  ày  dx  . 

Les  points  exceptionnels  de  A,  pour  lesquels  les  condi- 
tions précédentes  ne  sont  pas  toutes  remplies,  sont  dits 
points  singuliers  de  la  fonction  F(^).  Quand  de  tels 
points  n'existent  pas,  la  fonction  F(z)  est  dite  holo- 
morphe  à  l'intérieur  de  A. 

L'intégrale  fF(z)dZf  étendue  à  un  contour  fermé  à 
l'intérieur  duquel  la  fonction  F  est  holo morphe,  est  nulle 
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{théorème  fondamental  de  Cauchy).  Toute  fonction 
holomorphe  à  Tintérieur  d'un  cercle  de  centre  ^o  est  dé- 
veloppable  dans  ce  cercle  en  série  de  Tajlor 

Un  point  singulier  Mo  ou  z^  de  F(z)  est  dit  isolé  si 
l'on  peut  décrire,  de  Mo  comme  centre,  un  cercle  c  de 
rayon  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  c  il  n'existe 
d'autre  point  singulier  de  F  que  Mo.  Tout  point  singulier 
isolé  Zq  d'une  fonction  uniforme  F(z)  est  un  pôle  ou  un 

point  essentiel,  suivant  que  p  .      tend  ou  non  vers  zéro, 

quand  z  tend  vers  zéro  d'une  façon  quelconque  :  à  l'in- 
térieur d'un  certain  cercle  de  centre  z^  la  fonction  F(z) 
est  développable  en  une  série  de  Laurent  procédant 
suivant  les  puissances  croissantes  et  décroissantes  de 
z  —  Zq.  Quand  Zq  est  un  pôle,  le  développement  suivant  les 

puissances  négatives  s'arrête  après  un  terme  en  - — — — -  , 

la  fonction  [z  —  ZqY¥(z)  est  holomorphe  pour  zz=Zq  Qi 
l'entier  n  est  V ordre  du  pAle.  Quand  Zq  est  un  point  e55e/i- 
tiel,  les  puissances  négatives  croissent  au  delà  de  toute 
limite;  la  fonction  F(z)  est  complètement  indéterminée 
dans  le  voisinage  de  z=^  z^. 

Le  résidu  d'un  point  singulier  isolé  Mq  est,  par  défini- 
tion, l'intégrale  définie—;—  j  ¥{z)dzy  prise  dans  le  sens 

direct,  c  désignant  un  cercle  de  rayon  très  petit  et  de 
centre  Zq. 

Le  résidu  est  encore  égal  au  coefficient  du  terme 

en dans  la  série  de  Laurent  relative  au  point  Zq. 

Quand  z^  est  un  pôle  d'ordre  n,  le  résidu  est  donné  par 
l'expression 
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au  contraire,  quand  Zq  est  un  point  essentiel,  il  est,  en 
général,  impossible  de  calculer  son  résidu  à  l'aide  d'opé- 
rations élémentaires. 

Lorsqu'un  contour  fermé  C  contient  à  son  intérieur 
plusieurs  points  singuliers  M^ ,  . . . ,  Mp,  l'intégrale 


4-  f¥(z)dz 


est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  Mi,  . . . ,  Mp, 

Si  l'aire  A  est  l'aire  extérieure  à  un  contour  fermé,  la 

transformation  z  =  = ramène  ce  cas  au  cas  d'une  aire 

intérieure  à  un  contour  fermé.  Le  point  z  =  co  est  dit 
point  singulier  isolé  de  la  /onction  F(^),  si  à  l'extérieur 
d'un  cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  suffisamment  grand, 
il  n'existe  aucun  point  singulier  de  F  à  distance  finie  :  le 
résidu  du  point  z  =  oo  est  alors  égal,  par  définition,  à 

l'intégrale  -V-  /  F{z)dz  prise  dans  le  sens  inverse,  ou, 
si  l'on  veut  encore,  au  résidu  pour  Ç  =  o  de  la  fonction 

Fonctions  multiformes,  —  Quand  l'expression 

est  multiforme  dans  l'aire  A,  c'ést-à-dire  admet  dans  cette 
aire  plus  d'une  détermination,  on  dit  qu'elle  définit  une 
fonction  analytique  multiforme  de  5,  soit  F(^),  si  ses 
diverses  branches  sont  autant  de  fonctions  holomorphes 
de  Zy  sauf  pour  des  points  exceptionnels  de  A. 

Considérons  tous  les  points  de  A  pour  lesquels  deux 
déterminations  de  F(>s)  coïncideiit  ou  qui  sont  points  de 
discontinuité  pour  une  détermination  au  moins  de  F(z)  ou 
de  sa  dérivée.  Bornons-nous  au  cas  où  ces  points  sont  des 
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points  isolés  M{.  Si,  parlant  d'un  point  Mo  très  voisin 
de  M|  avec  une  certaine  détermination  de  F(^),  on  revient 
au  point  Mo  (après  avoir  tourné  autour  de  M{)  avec  une 
valeur  différente  de  F(j5),  on  dit  que  M/  est  un  point  cri- 
tique de  F(j5).  Si,  au  contraire,  quelle  que  soit  la  déter- 
mination initiale  de  F (^),  on  revient  au  point  Mo  avec  la 
même  valeur  de  F,  on  dit  que  les  différentes  détermina- 
tions de  F(^)  sont  uniformes  dans  le  domaine  du  point  M/; 
dans  ce  dernier  cas,  quand  M/  est  une  discontinuité  pour 
une  branche  F,(5)  de  F(^),  M/  est  un  pôle  ou  un  point 
essentiel  de  Fi(5). 

On  dit  que  les  différentes  branches  de  F (2)  sont  uni- 
formes à  V intérieur  de  Vaire  A,  si  tout  chemin  fermé 
décrit  à  l'intérieur  de  A  ramène  au  point  de  départ  avec 
la  même  détermination  de  F(a),  et  cela  quelle  que  soit  la 
détermination  initiale  choisie  pour  F  {£),  Quand  l'aire  A  est 
l'aire  intérieure  à  un  contour  fermé  simple,  pour  que  les 
branches  de  F(^)  soient  uniformes  dans  A,  il  faut  et 
il  suffit  qu'il  n'existe  aucun  point  critique  à  l'intérieur 
de  A. 

On  dit  que  z  =iCO  est  ou  n'est  pas  un  point  critique 
de  F(z)  quand  Ç  =  o  est  ou  n'est  pas  un  point  critique  de 

la  fonction  Ff  -  j.   Pour  que  z  =  oo  ne  soit  pas  un  point 

critique  de  F{z)j  il  faut  et  il  suffit  que  dans  l'aire  A,  exté- 
rieure à  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  suffisamment 
grand,  les  branches  de  F(^)  soient  uniformes.  Par  exemple, 
z  =  QO  est  un  point  critique  de  log^  et  n'est  pas  un  point 

critique  de  log  ^ 

Quand,  décrivant  un  contour  fermé  (*)  C  à  partir  d'un 
point  quelconque  Mo  de  G,  on  revient  au  point  Mo  avec 


{*)  On  suppose  que  ce  contour  ne  passe  par  aucun  point  singulier 
deF(«). 
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la  même  valeur  de  F(^),   l'intégrale    /  F(z)dz  (prise 

dans  le  sens  direct)  a  une  valeur  déterminée,  indépen- 
dante du  point  de  départ  Mo.  Elle  dépend,  au  contraire, 
du  point  de  départ  quand  on  revient  au  point  Mq  avec  une 
autre  valeur  de  F(z);  mais  si,  gardant  toujours  le  même 
point  de  départ  Mo,  on  déforme  le  contour  C  sans  rencon- 
trer aucune  singularité  de  F(z),  l'intégrale   /  F(z)dz  ne 

change  pas  de  valeur. 

Remarque,  —  Une  remarque  souvent  utile  est  la  sui- 
vante :  soit  M|  un  point  singulier  de  F(z),  et  c  ou  MoM| 
un  arc  de  cercle  décrit  de  M/  comme  centre  et  dont  on  fait 
tendre  le  rayon  r  vers  zéro.  Considérons  l'intégrale 

j=   f      F{z)dz, 

•   Mo  M, 

Fi{z)  désignant  une  certaine  détermination  de  F(z),  et 
supposons  que  la  fonction  (z  —  Zi)Fi(z)  tende  vers  zéro 
avec  z  —  Zi]  l'intégrale  j  tend  vers  zéro  avec  r.  Il  suffit, 
pour  le  voir,  de  poser  z  =  pe'®;  on  a  \j  |y  <  27rA,  A  dési- 
gnant le  module  maximum  le  long  de  c  de  (^  —  zi)  F|  (^), 
module  qui  tend  vers  zéro  avec  r.  Cette  remarque  s'ap- 
plique si  Fï(z)  est  infini  d'ordre  a<;i  pour  2  =  s/.  De 
même,  soit  F(^)  =  log^,  et  soit  c  un  arc  de  cercle  décrit 
du  point  O  comme  centre  dans  le  quadrant  positif  a: O^; 
partons  du  point  réel  de  c  avec  la  valeur  réelle  de  log  r  et 

considérons  l'intégrale    /  log-srf^;   cette  intégrale   tend 

vers  zéro  avec  r. 
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Problème  n**  2. 


Montrer  que  V intégrale  définie 


i 


smrr 


X 


dx 


7t 


est  égale  à  - 

Posons  s  =  a: 
plexe 


iy,  et  considérons  la  fonction  com- 


Menons  dans  le  plan  des  xy  {fig*  66)  une  parallèle  B'A' 


A    OB' 


à  O^,  située  au-dessus  de  O^  à  une  distance  R  de  cet  axe 
qui  soit  très  grande  ;  menons  de  même  deux  parallèles  AA', 
BB'  à  l'axe  des  j^,  situées  à  la  distance  R  de  cet  axe;  enfin 
traçons  un  demi-cercle  acb  de  centre  O  et  de  rajon  r  très 
petit.  La  fonction  F(z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  du 
contour  (aAA'B'Bèca)  ainsi  défini,  et  le  théorème  de 
Cauchy  appliqué  à  ce  contour  donne 

r^co^x-\-is\x\x  ,  r^e'^e-yjdy        r~^e'^e-^dx 

Jr^e-'^e-yidv        r'~''(cosx-^  is'mx)dx        C    e^-    . 
f      p  .  . — -  -*-  ;     ^^ ' h  /    —dz-o. 
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Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  les  trois  inté- 
grales étendues  aux  côtés  AA',  A'B',  B'B  tendent  vers 
zéro  :  en  effet,  l'intégrale 

.*R 


X 


e^'e-^dx 


est  moindre,  en  module,  que  l'intégrale 

r. 


-/  «• 


c'est-à-dire  moindref  que  ae"^;  d'autre  part,  l'intégrale 


^ei^e-yidy 


C    — 


est  moindre  en  module  que 


R 


donc  moindre  que  ^  >  et,  pour  la  même  raison,  l'intégrale 

étendue  à  B'B  tend  vers  zéro  avec  ^* 

Calculons  maintenant  la  limite  vers  laquelle  tend  l'in- 
tégrale étendue  à  bca  quand  r  tend  vers  zéro  ;  nous  avons 

e'^  =  1  -t-  z  a, 

a  restant  fini  quand  z  tend  vers  zéro;  l'intégrale  étendue 
à  bca  peut  donc  s'écrire 

Jf h  /     a  dz, 
bca  ^         Jb 

et  la  dernière  partie  tend  vers  zéro  avec  /•;  quant  à  la  pre- 
mière partie,  si  l'on  pose  z  =  re'^y  on  voit  qu'elle  est  égale 

/o 
i  rfO,  c'est-à-dire  à  —  in. 
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Enfin  la  somme  des  deux  intégrales  relatives  aux  côtés 
aAetB6,  se  réduit  (les  parties  réelles  se  détruisant)  à 
l'intégrale 


f     (tx. 


En  définitive,  Tégalité  (i)  est  de  la  forme 

H 

SI 

X 


(2)  21  I     aa7  =  iirH-e, 


e  tendant  vers  zéro  en  mêipe  temps  que  r  et  -5  •  Cette  éga- 
lité montre  d'abord  que  l'intégrale 


/ 


dx 


r  ^' 


tend  vers  une  limite  quand  r  et  R  tendent,  le  premier  vers 
zéro,  le  second  vers  -f-  00,  ensuite  que  cette  limite  est  égale 


à  -  •  On  a  donc  bien 
2 


r    sin: 


%\x\x   ,         ir 
ax  =  —• 

0        -  ^ 


Problème  n**  3. 
Montrer  que  les  valeurs  des  deux  intégrales  définies 


/*  cosa? — e-^  , 
dx 


et 

'*  cosa7*-4-  sina^' —  i 


/ 


dx 

a?* 

sont  nulles. 

Pour  calculer  la  première  intégrale,  partons  encore  de 
la  fonction 
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et  considérons,  dans  le  plan  des  xy  {Jig*  67),  un  carré 
OA  A'B,  de  côté  R,  construit  sur  O  :r  et  Oy  ;  traçons  de  plus, 
du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  très  petit  r,  un 
arc  de  cercle  ab  dans  le  quadrant  xOy,  La  fonction  F(^) 
est  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  aAA'Bèa, 
auquel  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Cauchy.  Si  l'on 
observe  que  les  intégrales  étendues  à  AA'  et  à  A'B  tendent 

Fig.  67. 


R 

A' 

b 

^    ■ 

C 

Cl/                     i 

fK 

vers  zéro  avec  ^  (Problème  2),  et  que  l'intégrale  étendue 


it 


à  ba  tend  vers  —  i  -  quand  r  tend  vers  zéro,  il  vient 


R 


5 d.^J^—dy=.-^e, 


e  tendant  vers  zéro  avec  r  et  5-,  ou  bien 

MX 


r  =  O 


lim  pour 

MX  = 


de 


00 


r'^cosa: 


—  e 


—X 


X 
K 


,.  r  =  O      j  r    sina? 

lim  pour  T^  de       / 

•^        R  =  oo  J^       ^ 


dx  =  o, 


1 


On  arrive  ainsi  à  la  première  égalité  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer en  même  temps  qu'à  celle  du  problème  %  : 


Jr"  cosa?— c-^  V                       /""sina?       tc 
f      rfa?  =  o,  /      •  =  - 
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Pour  calculer  la  seconde  intégrale 

/*  CQs(a?')4-sin(a?»)— f  ^^ 

on  part  de  la  fonction 

Cette  fonction  est  holomorphe  à  l'origine ,  d'après  le  dé- 
veloppement de  e'^*.  Appliquons  le  théorème  de  Cauchy 

au  carré  OA A'B A.  L'intégrale   /  F(^)  dz,  étendue  à  AA', 
tend  vers  zéro  avec  ^>  car  cette  intégrale 


est  moindre  en  module  que  l'intégrale 

donc  moindre   que -jr»  L'intégrale  étendue  à  A' B,  c'est- 
à-dire 

est  aussi  moindre  en  module  que  ^-  On  a  donc 


o  =  lim  pour  R  =  oo     de        / 


cosir*-f-  tsina?* — i 


. 


-4-  lim  pour  R  =  oc     de       I     — ~ i  dy^ 

t/R  '—y 

ou  bien 

/*cosa?*-4-8Înar* — i   , 
j dxsso  C.Q.F.D. 
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Problème  n""  4. 
La  constante  d\Euler  C  est  définie  par  V intégrale 


X      \I-+-^        ^     7    ar~' 


montrer  qu^elle  est  aussi  égale  à  Vintégrale 


0 

Partons  de  la  fonction 


Jf        ( r  —  COS  X  )  dx. 


6-s 


Cette  fonction  est  holomorphe  à  l'origine,  car ;  —  e~^ 

est  développable  suivant  les  puissances  de  z  et  contient  z 
en  facteur.  Appliquons  le  théorème  deCauchj  au  contour 
OAA'BO  du  problème  précédent. 

Quand  R  croît  indéfiniment,  l'intégrale  étendue  à  AA', 

tend  vers  zéro,  car  elle  est  moindre  en  module  que 

/s  (i --")'<>'' 

c'est-à-dire  que^-hc"^*.  De  même,  l'intégrale  étendue 
à  A'B, 

;       î r=^  (  î r^   _e-a-e-/l5  \  dx 

est  moindre  en  module  que 

T.  —  Rec.  î>.9 
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donc  moindre  qiie^»  et  tend  vers  zéro  avec -g-  D'après 
cela,  on  peut  écrire 

£  tendant  vers  zéro  quand  R  tend  vers  H-  oo.  La  première 

intégrale  est  réelle  et  a  pour  limite  la  constante  d'Euler  C; 
de  là  les  deux  égalités 


dx 
cosa^  )  — > 


x^  X 


C  X  .      \dx 

I      ( .  —  sina?  )  —  =  o. 

/       V  i-f-  rr2  /   X  ' 


r    sin.r    ,  r       dx  n«       ^ 

/      dx  —  I     .  =(arc  tangir)!?=  - 

L         J'  A,      I  -+-  a:*  D     /  w        ,^ 


La  première  est  l'égalité  à  démontrer;  la  seconde  donne 

dx 
ax  —  I 

égalité  déjà  établie. 

Problème  n""  5. 
Montrer  que  les  intégrales 

/co?>x^  dx^  I      sxnx^dx 

t  0 

sont  égales  à  -i/-  • 

Partons  de  la  fonction  F(^)=  e~*",  et  considérons  dans 
le  plan  des  xy  (Jlg-  68)  le  contour  formé  par  le  segment 
0A  =  R  de  Taxe  des  x,  un  segment  AB  parallèle  à  0/, 
et  la  bissectrice  BO  de  l'angle  xOy,  Le  théorème  de  Cau- 
chy  donne 

f   e-^'  dx-h  f   e- <«;-J ') e  '^i^r  idy-+-  f    e-'P'  (l±i>  dp  =  o. 


R  v'î 


EXERCICES    SUR    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS.  4^1 

QaandR  croît  indéfiniment,  l'intégrale  étendue  au  côté 
AB  tend  vers  zéro.  Le  module  de  cette  intégrale  est 
moindre,  en  effet,  que 


j=  f    e-'^'-y')  dy  ; 


pour  étudier  cette  dernière  intégrale,  posons 

et    décomposons    l'intervalle    o^    ^R    en    deux     parties 
o^    ^r  et  r^"    ^R.  On  a 

/*  p 

le  coefficient  de  dy  est  moindre  que  l'unité  dans  ces  inlé- 


Fis:.  68. 


V 


II 


A  a> 


grales  :  l'intégrale  72  est  donc  moindre  que  R  —  r  ou  a,  et 
tend  vers  zéro  avec  ^  •  Quant  ày'i,  on  peut  l'écrire 


»-a(î 


d'où  l'inégalité 


e'-^'r  ^  e*' 


ji=    H2    "   R  ' 


quand    R  croît  indéfiniment,  a  tend  vers    zéro,  et  par 
suite  yV  L'intégraley  tend  donc  aussi  vers  zéro. 

29. 
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Ceci  posé,  on  peut  écrire 

^R 
lim  pour  R  =  oo     de        /      e-^*  dx 

*-  0 

/^^                                (i   I  i)d2 
(cosp* —  tsînp*)  ^^ r= ' 

ou  bien 

Jr*  /*•  .         do 

f     e-^*dx=\     (co8p«H- sinp*)--b 

et 

Jf     (cosp*— sinp*)  c?p  =  o; 
0 

rinlcgrale    /     e"'*  dx  est  égale  {voir  p.  207)  à  ^  y/ic;  on  a 


'0 

donc 


/co^.t^  dx  =■  I     sinx*  dx  ^= -i/ -         c.q.f.d. 


Problème  n°  6. 
Calculer  les  intégrales 


!-♦-*•  /^  4-  *> 


où  m  et  a  sont  réels. 

Partons  de  la  fonction  F(^)=  -^ -^  et  intégrous-Ia 

(  fig.  69)  le  long  du  contour  rectangulaire  (BAA'B'BA), 
où  0A=  OB  =  AA'=:  R.  On  voit,  comme  dans  le  pro- 
blème 2,  que  les  intégrales  étendues  aux  côtés  AA',  A'B', 
B'B,  tendent  vers  zéro,  quand  R  croît  indéfiniment.  Mais 
ici  la  fonction  F(^)  n'est  pas  holomorphe  à  l'intérieur  du 
rectangle  ;  elle  y  admet  un  pôle  simple  z  =  ai^  dont  le 
résidu  est  donné  par  la  limite,  pour  z  =  a/,  du  produit 
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(z  —  ai)¥{z),  limite  qui  est   égale  à 


»—ma 


D'après  le 


ihéorème  de  Cauchy,  ce  résidu  est  égal  à  l'intégrale 


fF(z)dz, 


étendue  au  contour  du  rectangle  et  divisée  par  2  «it.  On  a 
donc 


2 


R 


R 


a?»  -h  a2  2 


Fi  g.  69. 


A      ay 


€  tendant  vers  zéro  avec  i^;  ou  bien  (en  observant  que  la 


xcosmx 


nction  — T r-  est  impaire  et  la  fonction  — ^ r- paire  l 


I     /^    .rsin/na?    ,  i 

-     I      --rta: -H  s  =  -  <?-"*«, 

it  J       a?*  -H  «2  2 


ou  enfin 


/ 


4-00 


_- dx  =  -  e-'"«. 

ar^-h  a^  2 


>/nz/ 


En  intégrant  la  fonction    F(-s)=  -^ ;>  le  long  du 

même  contour,  on  trouve  de  même 


■  p 
i       r       cosmx 


a?* -h  a» 


tsinma:    ,           ,       1  e~^^ 
ax  -h  6  = r-  ) 


2     ai 
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t'  tendant  vers  zéro  avec  g>  el,  par  suite, 


•^    /         -î i  aa?  -+-  6  =  r 

•^  0 


OU  enfîn 


/ 


—- rta:  = 


a?- -4- a' 


•2     a 


Problème  n**  7. 


Valeur  de  l'intégrale 


f 


sina* 


ic(a:'  -t-a2) 


.:  ûtr. 


Intégrons  la  fonction 


F(^)  = 


e 


mtz 


z(z»-ha*)« 


le  long  du  contour  (aAA'B'Bèca)  introduit  dans  le  pro- 
blème 2.  Les  intégrales  étendues  aux  côtés  AA',  A'B', 
B'B(yî^.  70)  tendent  vers  zéro  quand  R  croît  indéfiniment; 


A   x/ 


l'intégrale  /     F  (z)  dz  tend  vers  — i  —  quand  r  tend  vers 

J  bcci  ^ 

zéro    on  a,  en  effet,  F=  -f  — j-f-zAj  \*  Enfin,  la  fonc- 
tion F  possède,  à  l'intérieur  du  rectangle,  un  pôle  double 
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z  =  ai:  pour  calculer  le  résidu  de  ce  pôle,  développons 

la  fonction  Fi=  — rr«  <?'"'^  suivant  les  puissances  crois 

santés  de  z  =  ai;  la  dérivée  première  de  F4 ,  pour  z  =  ai  < 
a  comme  valeur  — -, — -—  l  m  -\ — 

Le  théorème  de  Cauchy  conduit  donc  ici  à  Tégalilé 

r"*"     (cosmx  -h  is'inmx)   ,         .  ir                       .          e-'««  /           aX 
I  — z rr; dx  —  i— --+-£=  —  217CX  -: — r-  (  m  H ) 

e  tendant  vers  zéro  avec  -^y  d'où  la  relation 


Je  s\ïimx        .         t        Tz  Vi   /  \      ni         1 


OU  encore 

'*   s'innixdx    ,  tt  e~"^^ /m 

'0 


s: 


sinnixdx    ,  tt  e~"^^  /  m        j 

— ; — i: TT  dx  = r r  1 1 

x^x^-ha^)  2a*         '20^   \2        a 


Problème  n"  8. 
Établir  Inégalité 

Jr"^  %\tïx  dx  _^     /* *  e-«^ f/vc 
[j        x^a    ^  Jl        TH-a^î  ' 

a  étant  un  nombre  réel  et  positif. 

Nous  ne  pouvons  plus  calculer  l'intégrale    /     — ^— ï 

à  l'aide  du  procédé  précédent,  parce  que  le  coefficient  de 
sxnxdx  n'est  pas  une  fonction  impaire. 

Partons   de  la  fonction  F(^)== ,    et  choisissons 

comme    contour     d'intégration    le     périmètre    du    carré 
OkM^O{fig.  71). 

On  voit,  comme  plus  haut,  que  les  intégrales  Y  F a<5, 


-  ■.  f 
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ëiendues  aux  côtés  A  A'.  A'B,  tendent  vers  zéro  avec  gj  et 


Fig.  71. 


0  R 

le  théorème  de  Cauchj  s*écrit 


A      a> 


/ 


cosar 


X 


t  siDO?   ,          C        e-y      .  , 
dx-i-   I idy  =  e. 


g  tendant  vers  zéro  avec  g;  d'où  les  deux  égalités 


et 


r*    9,'u)x         _    Z'     e-ygdy  _    Ç     e- 


e-«*  fl?-s 


-4--S- 


C.    Q.   F.    D. 


Problème  n*  9. 


Problème  VIII.  —    Valeur  de  l'intégrale 


«^  n 


îi: 


dx 


cosa?  -+-  a 


(a  étant  réel  et  plus  grand  que  i).        * 

On  sait  que  cos^  est  égal  à ;  posons  e'^=^  u\ 

quand  x  varie  de  o  à  271,  le  point  u  décrit  dans  son  plan 
une  circonférence  C  ayant  l'origine  pour  centre  et  de 
rayon  égal  à  1 .  L'intégrale  cherchée  est  donc  égale  à 

du 


2    /*  du 

i  Je  M*-i-2aM-hi 
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Des  deux  racines  de  m^  -h  2aM  +  i,  «ne  seule, 


M  =  —  a -h  ya^  —  i 


est  de  module  moindre  que  i ,  et  le  résidu  correspondant  à 
cette  racine  est       ;  d'où  l'on  conclut 

•2  /a*  —  I 

=  217C  (   —    :::::=■   |  =   —  • 


Problème  n"  10. 
Valeur  de  V intégrale 

^  r""         xdx 

J^      sin*(a:  — a)' 

OÙ  a  est  un  nombre  complexe  p  +  iq*  En  déduire  la  va- 
leur  de  Vin tégrale    1     xcot(x  —  a)dx. 
Si  l'on  pose 

u  =  e«*(x-a),      rr  =  a  H Aoqu, 

on  a 

4  4" 

Quand  la  variable  ^  croît  de  o  à  it,  le  point  m  =  {>  -^  iw 
part  du  point  A  dont  l'affixe  est  e~^"*,  et  décrit  un  cercle  C 
{Jig.  72)  ajant  l'origine  pour  centre  et  passant  par  A. 

L'intégrale  /     -^-^ — — — r  est  donc  égale  à  l'intégrale 
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qu'on  étend  au  cercle  C  dans  le  sens  direct,  en  partant 
du  point  A  as^ec  la  valeur  —  2  «a  de  logw  (*  ). 

Supposons  d'abord  y  <  o  ;  le  rayon  de  C  est  alors 
moindre  que  i,  car  le  module  de  A  est  égal  à  e^^.  Ceci 
posé,  prenons  sur  C,  de  part  et  d'autre  de  A,  deux  points 


a>  • 


A',  A"  très  voisins,  et  traçons  un  Jacet  A' /??  A'' entoura  ni 
l'origine;  les  intégrales 


Ji 


^A'AIA" 


)du 


et 


J2=    /         G{u)du 

*    .'    »    # k   M 


«- A'/nA" 


ont  même  valeur,  car  la  fonction  G  (a)  est  holomorphe 
entre  ces  deux  chemins  A'MA"  et  A' m  A".  Faisons  tendre 
A' et  A''  vers  A,  et  réduisons  le  lacet  A' m  A"  au  segment  AO, 
parcouru  d'abord  dans  le  sens  AO,  puis  dans  le  sens  OA 
après  qu'on  a  tourné  autour  de  Torigine  :  J|  a  pour  limite  J; 

quant  à  J2,  si  l'on  observe  que  G{u)  augmente  de 

quand  u  tourne  autour  de  l'origine  (dans  le  sens  direct), 


{*  )  Il  est  indispensable  de  fixer  le  point  dont  on  part,  parce  que 
G{u)  n'est  pas  uniforme  et  que  la  valeur  de  l'intégrale  étendue  à  C 
dépend  de  l'origine  de  l'intégration. 


EXERCICES    SUR    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS.  4^9 

on  voit  que  sa  limite  est 

/*  2ia-f- Io2:m   ,  r  lia -{'\ogu -h  lÎTz 


2 1  ir  A 

f  I  —   1i.  \S  \    1  —   7/   / -.  I   / 


A  désignant  Taftixe  du  point  A  ou  e~^^^. 

Dans  l'hypothèse  y  <  o,  l'intégrale  cherchée  J  a  donc 

,  217C 

pour  valeur  -rj- 

Quand  q  est  positif,  la  fonction  G{u)  admet  le  pôle 
double  11  =  i  entre  les  deux  chemins  A' M  A'' et  A' m  A". 
Le  résidu  de  ce  pôle  est  donné  par  la  valeur  de  la  dérivée 
de  (2  «a  4-  logw)  pour  ii  =  i;  ce  résidu  est  égal  à  i.  On 
a,  par  suite, 

Jl  —  Jî  =  2*11, 

et  l'intégrale  cherchée 

'~  J^       sin*(a7  — a) 

2  ÏTT  A  •  I 

est  ésrale  à  2i7:H r-^  c'est-à-dire  2.in -7-»  résul- 

tat  qui  pourrait  se  réduire  immédiatement  du  premier, 
en  observant  que  les  valeurs  de  J  qui  correspondent  à 
deux  valeurs  de  a  imaginaires  conjuguées,  doivent  être 
imaginaires  conjuguées. 

Pour  gr  =  o,  l'intégrale  J  n'a  plus  de  sens.  Quand  q  tend 

vers  zéro  Ip  restant  fixe),  J  tend  vers —-, ■ 

ou  vers  la  valeur  conjuguée,  suivant  que  q  tend  vers  zéro 
♦par  valeurs  positives  ou  négatives.  L'axe  réel  est  une  ligne 
de  discontinuité  de  la  fonction  J(a), 

Si  l'on  essaye  d'appliquer  le  même  procédé  à  l'inté- 

grale    1     x  cot(^  —  a)  dx^  on  est  amené  à  calculer  l'in- 
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tégrale 

et  la  singularité  i/  =  o(pôle  et  point  critique  transcen- 
dant)   ne  permet  pas  de  répéter  ce  qui  précède.    Mais 

f     X  cot(jj  —  a)   ou 

0 

K(a)  a  précisément  pour  dérivée,  par  rapport  à  a,  l'inté- 

f'^       xdx 

K(a)=2ïTc    C  -^ r-C. 

Cette  derrière  intégrale  s'effectue  en  posant  e^ia-—  ^^  ^^ 

il  vient 

K(a)  =  7clog(i  — ô-»'«)-hG. 

Avant  de  fixer  la  constante,  observons  que  tous  les 
points  critiques  de  la  fonction  log(i  —  ^"^«a^  sont  les 
points  réels  a  =  mz  (n  désignant  un  entier  positif,  néga- 
tif ou  nul);  pour  q  négatif  et  très  grand,  les  diverses  dé- 
terminations du  logarithme  sont  sensiblement  égales  à  o, 
db  2i7t,  .  . .;  adoptons  la  détermination  log(a),  qui  s'an- 
nule pour  q=z  co;  la  fonction  log(a)  est  une  fonclion 
holomorphe  dans  tout  le  demi-plan  inférieur  des  a.  Ceci 
posé,  pour  q  négatif  et  très  grand,  cot(a?  • — a)  diffère  peu 
de  —  t,  puisqu'on  a 

cot(a7  — a)  =  i  ^2/u-a)  _  ,  =  *  g2g  e^iix-p)  _  ,  î 

quand  q  tend  vers  —  oo,  K(a)  tend  donc  vers  —  «it;  d'où  • 
l'égalité 

K(a)  =  7clog(a)  —  iir  =  ir[log(i  —  e-**«)  —  i] 

pour  q<Co,  On   trouverait   de  même   pour   q'^o,  en 
adoptant  dans  le  demi-plan  supérieur  la  détermination  du 
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logarithme  qui  tend  vers  tit  quand  q  lend  vers  -f-oo, 
K(a)=  ir[log(e2^«— I)  -f-  i{.i-i^%        {q  >  o); 

si,  dans  les  deux  formules,  on  donne  à  a  des  valeurs  ima- 
ginaires conjuguées,  les  deux  valeurs  correspondantes  de  R 
sont  bien  imaginaires  conjuguées. 

Problème  n''  il. 


Résidus  pour  z  =  o  et  z  =  co  de  la  fonctionF  (z)  =  - 
(^o à  n  est  un  entier  positif  ). 

Cherchons  le  coefficient  du  terme  en  -  dans  le  déve- 

z 

loppement  de  F(z)  en  série  de  Laurent.  Nous  avons 

1 
,   .  -  .  i  I  I  I 

(2) =  1  —  Z  -{- z^  —  z^-^  z^ ,  ,,, 


Le  premier  développement  converge  (absolument)  dans 
tout  le  plan,  sauf  pour  ^  =  o;  le  second  développement 
converge  (absolument)  à  l'intéMCur  du  cercle  de  rajon  i. 
Si  nous  faisons  le  produit  des  deux  développements,  en 
appliquant  la  règle  de  la  multiplication  des  séries,  et  si 
nous  multiplions  ensuite  par  z",  le  nouveau  développe- 
ment sera  une  série  de  Laurent  convergente  à  l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  i ,  sauf  à  l'origine,  et  celte  série  repré- 
sente F  (z)  :  le  coefficient  A  du  terme  en  -  est  le  résidu  de  F 
pour  z  =  o. 

Le  coefficient  A  est  le  coefficient  de  —^^  dans  le  pro- 
duit des  séries  (i)  et  (2).  On  a  donc 


A  =  r rr  —  z rr  -f- 


(n-hi)!       (/n-2)!        (71  +  3)!        (/i  +  4)î 
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c'est-à-dire 

A  = -1  +  ô7  —  77  +  •  •  •-• i  »  SI  /i  est  impair, 

e  a!       31        4'  '*• 

et 

I  III  I  .         ^      . 

A= hi 1 r-r-h...H r>  si/icst  paip  ; 

e  12        3!  n\  '^ 

en  particulier,  pour  /i  =  i ,  A  est  égal  à  ->  et  pour  /i  =  o, 

A  est  éffal  à  i • 

Cherchons  le  résidu  du  point  z  =  co',  posons  pour  cela 

z=^  ^;  la  fonction  F  devient  F,  =  yj^zrrFzrr^*  <îévelop- 

pons  F|  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  la  pre- 
mière puissance  étant  ^^^~~"^\  le  coefficient  de  (^  dans  ce 
développement,  changé  de  signe,  est  égal  au  résidu  B  cher- 
ché (*).  Or  on  a 

(1/  e2;^i+.^  +  >^  +  ^+..., 

(2)'  7^ç  =  i-ç  +  ç^-ç^  +  ..., 

et  il  suffit  de  calculer  le  coefficient  de  Ç'*  dans  le  produit 
des  séries  (i)'  et  (a/  pour  avoir  —  B^  il  vient  ainsi 

-B=-^  — ;; — ^,H-/ — ^ — r-----+(-0''A(— 0«--+-(-i)^ 

71  !       {n—i)l       (n  —  -i)l  ^       ^2!  1       ^      ^ 

On  aurait  pu  calculer  d'abord  le  résidu  B  de  ^  =  go,  qui 
est  un  pôle,  et  en  déduire  le  résidu  du  point  essentiel 
z=o,  en  exprimant  que  la  somme  des  résidus  de  F{z) 
est  nulle.  En  outre  des  points  2  =  o,  ^  =:  00,  la  fonction 
F(^)  admet  le  pôle  z  = —  i,   dont  le  résidu  est  évidem- 


(*)  En  effet,  Best  le  résidu  pour  Ç  =  o  de  la  fonction  — 7;Pj(0 
(voir  p.  440» 
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ment  e~^  X  ( —  i)".  On  a  donc 


A  H-  B  -f-  ^ — ^  =  o 


ou  bien 


A=— B 


_i_ J- . .  .  H , 


^l 


n\ 


valeur  qui  coïncide  bien  avec  la  valeur  trouvée  directe- 
ment. 

Si  n  était  un  entier  négatif  (n  = — /?),  le  résidu  du 
point  .s  ==00  serait  nul,  et  on  aurait  simplement 


►— I 


(-1)/' 


=  o 


ou 


A  = 


(— O''-^* 


Problème  n""  12. 


Conditions  pour  que  l^ intégrale 


z  j   il(sin2, 


cosz)  dz 


(où  R  désigne  une  fraction  rationnelle  en  sinz  et  cosz) 
soit  une  fonction  uniforme  et  périodique  de  z.  Appli- 
cation à  r  intégrale 

C ( a  -}-  6cos3  c  ,\    , 

J  =    /  ( . 1-  - hd)  dz. 

J  \       smz  sin^z  / 

La  fonction  R(sin S,  cosz)  est  une  fonction  uniforme 
de  z  qui  admet  la  période  ait;  mais  elle  peut,  pour  cer- 
taines formes  de  R,  admettre  une  période  inférieure -.^ > 

où  k  est  un  entier  positif;  soit  donc  to  =  -7^  la  plus  petite 

/^z 
période  de  R;  si  l'on  pose  t  =  tang  —y  R  est  une  fraction 

rationnelle  en   t;  ou   bien   encore,  si  l'on  prend  comme 


7-^ 


1 
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variable  u  =  c'*',  R  est  une  fraction  rationnelle  en  u,  soil 

R.(w). 

Quand  l'intégrale  J(z)  est  uniforme  et  périodique,  je 
dis  qu'elle  admet  précisément  comme  période  o).  En  effet, 
J(z)  ne  peut  admettre  une  période  plus  petite  co',  car 
l'égalité 

J(^-+-a>')=J(<«) 

entraîne  l'égalité 

-—-2=.—-J,         ou         R(z-f.a>)=R(;.). 

D'après  cette  égalité,  toute  période  co'  de  J(-s)  est  de  la 
forme  m(ù^  m  étant  un  entier  ;  or  la  différence 

J(z-+-a))  — J(«), 

dont  la  dérivée  est  nulle,  est  une  constante  a,  et  de  l'éga- 
lité 

J(5  -h  a>)  —  J(^)  =  a, 
on  déduit  aussitôt 

J(z-f-2w)  —  J(>8)  =  2a...,        J(z-4-/nw)  —  J(z)  =  ma: 

a  doit  donc  être  nul,  si  i{z)  admet  la  période  mw,  et  la 
plus  petite  période  de  J(^)  est  o). 

Toutes  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  une  valeur 
de  u  (d'après  l'égalité  m  =  e'*«)  ne  diffèrent  que  par  un 
multiple  de  (o.  Dans  Thypo thèse  où  J(^)  est  une  fonction 
uniforme  et  périodique  de  3,  J(«)  est  donc  une  fonction 
uniforme  i{  de  m,  puisque  toutes  les  valeurs  de  z  qui  cor- 
respondent à  une  valeur  de  u  donnent  à  J  la  même  va- 
leur. D'autre  part,  on  a 

du        dz  du          ^      du                   iku 
L'intégrale  de  la  fraction  rationnelle  -rr  — ^ ne  peut  être 
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uniforme  que  si  tous  ses  résidus  sont  nuls,  et,  dans  ce 
cas,  cette  intégrale  est  une  fraclion  rationnelle  en  u. 
D'où  la  conclusion  suivante  :  Quand  J(^)  est  une  fonc- 
tion uniforme  et  périodique  de  z,  c^est  une  fraction 
rationnelle  en  ^'*^,  et,  pour  quHl  en  soit  ainsi^  il  faut  et 

il  suffit  que  tous  les  résidus  de  la  fraction  — — -  soient 

nuls. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'exemple 

,  K(Z)  =    : 1-  -T-r h  d, 

La  fonction  R  a  pour  période  2  7t  ;  posons  donc  €'*  =  u\ 

on  a 

Ri(m)  __     lia  ib(u^-+-i)  8  icu^       '   d 

^'^  M~"  "~  w2  — i  "^  ii{iC^—\)  ""  (a-^  — I)»  "^  â * 

Pour  que  le  résidu  de  m  =  o  soit  nul,  il  faut  qu'on  ait 

(2)  ih-\-d=io\ 

quant  au  point  m==i,  pôle  simple  des  deux  premières 
fractions  du  second  membre  de  (i)  et  pôle  triple  de  la 
troisième,  son  résidu  A  s'obtient  immédiatement  dès  qu'on 
a  calculé  la  valeur  pour  m  =  i  de  la  dérivée  seconde  de 

l'expression    -y  valeur    qui   est   égale    à    —  -;  on 


(a  -+- 1) 
trouve  ainsi 


A  =  la  -h  lu  -^ 9 

1 


et  ce  résidu  doit  être  nul.  On  trouve  de  môme,  pour  le 
résidu  A|  de  M  = — i. 


A*                                     ,y                            fcC 
1=  —  ia-\-  10 

2 


En  définitive,  pour  que  l'intégrale 

r/a-+-  b  c.osz  c  ,\    , 

I    , 1-  «__^  -^-d)  dz 

J  \      sin«  sm'^  / 

T.  —  Rec,  3o 
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soit  uniforme  et  périodique,  ii  faut  et  il  suftit  que  b  eld 
soient  nuls,  et  que  c  soit  égal  à  —  2  a.  Il  est  aisé  de  véri- 
fier cette  conclusion  en  calculant  l'intégrale 


J  =  /  ( -J ^^  )  dz  ; 

J  \sinz       sixi^zj 


on  trouve 


_  ^   COS.S 


Problème  n""  13. 


La  fonction  u{z)  désignant  la  fonction  doublement 
périodique  qui  vérifie  l'égalité 


_  r" du 


trousser  les  valeurs  de  la  constante  m  pour  lesquelles 
Vexpression 

1/     \  "*  f    dz  f     H(z)dS 

est  une  fonction  holomorphe  de  z. 

On  sait  que  toute  fonction  u{z)^  définie  par  Tégalité 

où  P(w)  est  un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troisième 
degré  à  racines  distinctes,  est  une  fonction  uniforme  dou- 
blement périodique,  qui  n'admet  dans  le  parallélogramme 
des  périodes  que  deux  pôles  simples  ou  confondus  : 
quand  les  deux  pôles  sont  confondus,  le  pôle  unique  est 
un  pôle  double  dont  le  résidu  est  nul.  Je  rappelle  ce  théo- 
rème que,  si  P(^)  est  du  troisième  degré,  on  est  précisé- 
ment dans  le  cas  d'un  pôle  double.  En  effet,  quand  le  pôle  a 
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est  simple,  on  a,  en  faisant  u=  -> 

t?  =  A(4î— a)-hB(^  — a)2-l-...  (A^éo), 

et  la  dérivée  -j-  n'est  pas  nulle  pour  .s  ==  a.  Au  contraire, 
si  le  pôle  est  double,  on  a 

p  =  B(z  — a)2-4-G(^  — a)3  +  ...  (B  ^  o). 

et  -j-  s'annule  en  a.  Or  dans  le  cas  où  P(^)  est  du  troi- 
sième degré,  la  fonction  v{z)  vérifie,  d'après  l'égalité  (i), 
la  relation 

si,  pour  z  =  a,  ç'  est  nul,  -r-  est  nul  également. 
Ceci  posé,  la  fonction 

qu'il  s'agit  d'étudier,  ne  saurait  avoir  d'autre  singularilé, 
dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  que  le  pôle 
double  a  dont  le  résidu  est  nul.  Écrivons  donc 

Il  vient 

^z  

/     u{z)dz=  - — 5L  +       "       -hP(4J  — Zo)-+-..., 

/  Z  —  CL  Zq—-CI 

et 

I     dz   I      u{z)dz  =. —  alog(>5  —  ût)  H-<p(.5), 

^{z)  étant  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisi- 
nage de  a;  la  fonction  J  est  donc  (dans  le  voisinage  de  a) 

3o. 
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—ma 


P(z)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  ^  =  a.  Pour 
que  }(z)  soit  holomorphe  pour  z  =  a^  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  —  ma  soit  un  entier  positif  A:;  d'autre  part,  si 

l  on  pose  M  =  —  >  on  a 


6, 


6  tendant  vers   zéro  quand  z  tend  vers  a;    mais   l'éga- 
lité (i)  montre  qu'on  a  aussi 


•2 


(ilV 

TU 


/ A  -+-  B  w*  H-  G  cv^  4-  I)w6  ; 


quand  w  tend  vers  zéro  -.    tend  donc  vers—  ,  d'où  la  re- 
lation • 


/Â      I 

^       4 

ou 

a       -r* 

•^          s/oi 

A 

Pour  que  la  fonction  J{z)  soit  holomorphe,  il  faut  donc 
que  m  soit  de  la  forme -r-y  k  désignant  un  entier  po- 
sitif. Celte  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle 
est  remplie,  la  fonction  i{z)  n'a  dans  le  plan  aucune  sin- 
gularité à  distance  finie  ;  ses  zéros  coïncident  avec  les  pôles 
de  u{z)  et  sont  tous  d'ordre  A. 

Si  Ton  veut  seulement  que  J(^)  soit  une  fonction  uni- 
forme de  Zy  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  m 

soit  de  la  forme \-y  k  étant  positif  ou  négatif.    Si  k 

est  positif,  i{z)  est  holomorphe;  si  A:  est  négatif,  i{z) 
n'a  plus  de  zéros,  mais  admet  des  pôles  d'ordre  A:  qui 
coïncident  avec  ceux  de  u[z),  A  deux  valeurs  de  k  égales 
et  de  signos  contraires  correspondent  deux  fonctions  J  1(5) 
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Cl  J2(^)  dont  le  produit  J|  Jo  est  égal  à  l'unité.  Plus  géné- 
ralement, soit  J|  (z)  la  fonction  holomorphe  qui  corres- 
pond à^=  ifm  =  —  y)  9  elJfç{z)  la  fonction  qui  corres- 
pond à  la  valeur  entière  k  (positive  ou  négative);  on  a 

h{z)  =  [J,{z)]'<. 

Problème  n""  14. 
Sachant  que  la  partie  réelle  P  d'une  fonction  analy- 
tique /{z)  =  P  4-  (Q  est  de  la  forme  P  =  (p  ( - )  >  dé- 
terminer cette  fonction. 

Posons  ^  =  w,    et  représentons  par  ©'  la  dérivée  de  cp 

par  rapport  à  ^.  La  fonction  Q(a;,r')  doit  vérifier  les 
conditions 

dx  a?  '         ây  '   x^* 

soit  Qi  (^,  u)  la  fonction  obtenue  en  remplaçant  dans  Q 
la  variable^  par  ux\  on  2i 


àQ  _       àq,   y  _^  dQ, 
dx             du  a?*         dx  ' 

dy  ^   du    X 

et  par  suite 

, 

('>                   c^a   -      ^  "'          dx   - 

X 

La  première  équation  (i)  nous  montre  que  Qi(«)  est 
nécessairement  de  la  forme  Qj  (w)  =  F(w)  +  G(:r)  ;  la 
seconde  équation  (i)  peut  donc  s'écrire 

xG\x)  =  — (p'(i-hw2), 
égalité  qui  n'est  possible  que  si  les  deux  membres  sont 
des  constantes  absolues,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

0'=—^,  G'(rr)=--, 

^        I  -+-  m2  ^    ^  a; 
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OU  enfin 

<p  =  Carciangw-4- D,        G(j?)  =— G  loga: -f-D'. 

Ces  résultats  obtenus,  la  première  égalité  (1)  donne 


donc 


F(tt)  =  =  Glog\/i-HM«-»-D'. 


En  définitive,  la  fonction  analjrtique  cherchée  est  la  sui- 
vante 

f{z)  =  G(arc  tangu  —  iloga?/i-i-  m*)  -4-  const. 

=  G  (arc  tang  -  —  t  logv^a?*-f-/']'-h  const. 
= —  iGlog^  -h  A  -f-  /B, 

A,  B,  C  désignant- trois  constantes  réelles. 

EXERCICES    SUR    LES    FONCTIONS    MULTIFORMES. 

Problème  n**  15. 
Valeur  de  V intégrale 


Jq    (n-a?*)v/i  —  a?2 


où  n  est  un  entier  positif. 

La    fonction    ¥{z)=  ^7—=;  n'admet,    comme 

(l  —  Z^)  /l  —  z^  ' 

points  critiques j  que  les  points  ^  =  ±:i.  Partons  d'un 
point  V  {Jig,  ^3)  de  l'axe  des  ^négatifs,  d'affixe — a/, 

avec  la  valeur  positive  du  radical  y/i  -h  a^,  et  faisons  va- 
rier z  dans  tout  le  plan,  sans  franchir  jamais  le  segment 
—  In.,^^H-i  de  l'axe  des  ^.  La  fonction  ¥{z)  n'acquiert 
ainsi  qu'une  seule  valeur  ¥\{z)  en  tout  point  z  exté- 
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Ail 


rieur  à  ce  segment;  autrement  dit,  F|(^)  est  une  fonction 
uni/orme  à  l'extérieur  d'une  courbe  fermée  G  entourant 
le  segment  — iv„_^-hi.  Traçons,  d'après  cela,  du  point  O 
comme  centre,  un  cercle  F  de  rayon  très  grand  ;  le  théo- 


Fig.  73. 


& 


3/ 


rw 


TfV' 


(X> 


-«£ 


1-. 

rème  de  Cauchy  nous  donne 

-i-    fFi(z)dz--^   [Ftiz)dz  =  a  +  ^, 

a  et  P  désignant  les  résidus  des  pôles  -f-/  et  — i  de  F|(^). 
Cette  égalité  s'écrit  encore,  si  l'on  représente  par  y  le  ré- 
sidu du  point  ^  =  00  de  Fi{z), 


(I) 


/  Fi{z)dz=  —  2i7c(a-+- p -h  y). 


Considérons  en  particulier  la  courbe  G  obtenue  en  tra- 
çant deux  segments  pn,  p^ n!  parallèles  à  Ox  et  équidi- 
stants  de  cet  axe,  et  deux  arcs  de  cercle  c  et  d  qui  ont  pour 
centres  —  i  et  + 1 .  Si  nous  faisons  tendre  vers  zéro  la 
distance  26  des  droites  /?/i,  p' rJ  en  même  temps  que  le 
rayon  p  de  c  et  de  c ,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  (i)  garde  une  valeur  constante.  Pour  calculer 
cette  intégrale,  on  doit  partir  du  point  m  ou  —  ih  depn 


avec  la  valeur 


(—62)» 


_i-(i  — 62)v^i-h6î 


de  F(^),  et  parcourir  G 
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dans  le  sens  direct-,  quand  mn  tend  vers  le  segment  o^^ 
rintégrale  j  Fi{z)dz  étendue  à  mn  tend  vers  la  valeur 

=zr  ou  J.  D'autre  part,  le  long  du  segmenl 

n' m'  (qu'on  parcourt  après  avoir  pivoté  autour  du  point 
-}-i),  Fi(j3)  a,  en  chaque  point  x  +  4f,  une  valeur  sensi- 
blement égale  et  de  signe  contraire  à  sa  valeur  pour 
5  =  x  —  6/,  et  quand  b  tend  vers  zéro  avec  les    rajons 

de  c  et  de  c\    f     Fi{z)  dz  a  pour  limite 

•-^  M   lit  ' 


n  lit 


I 


—  ip2/ï  ^x 


ou  J.  On  voit,  de  même,  que  les  intégrales    /     ¥^{z)dz 

et    /    ¥^[z)dz  ont  respectivement  pour  limite  J.  Enfin, 

les  intégrales  étendues  à  c  et  c'  tendent  vers  zéro  avec  les 
rayons  de  ses  cercles,  car  elles  sont  inférieures  en  module 

f      p^  d^  =  2Tip'^  (voir  la  remarque   de  la  page  443). 

0 

Nous  pouyons  donc  écrire 


-  2 


Il  reste  à  calculer  ces  trois  résidus. 

Le  résidu  du  pôle  z  =  —  i  est  égal  à  __'  . y=-  >  puis- 
que, au  point  z=: —  f,  la  détermination  Fi(z)  correspond  à 
la  valeur  positive  de  ^i-\-{ — f)2==-}-y/2;  le  résidu  du 

pôle  z  =  i  e$t  égal  à -— — -—■;  la  somme  a  -}-  S  est  égale 

2t  X(—  s/l) 

à  iX' — J- *  Calculons  maintenant  y  :  pour  cela,  posons 

v/2 


z 


=  ^  ¥,{z)  devient  ^3   —±—,,^^^^>^  si  l'on  déve- 
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loppe X    , ?  en  série  de  Maclaurin,  le  coeffî- 

cient  de  Ç^""^,  changé  de  signe,  est  le  résidu  y.  Avant  de 
faire  ce  développement,  il  convient  de  fixer  le  signe  de 
y/J^2 — i=dbfy/i  —  Ç^  qui  correspond  à  F|(^);  pour 
z= — m,    on  a  choisi   la  détermination  -f-y/i-f-a^   de 

y/r— "^2;  or  y/i— 52  est  égal  à  l/i—  ^  ou  à  dr  '^^~^^ 
et  pour  que  cette  dernière  expression,  où  l'on  fait 

ai 


soit  égale  à  -4-  y/ 1  -h  a^ ,  il  faut  prendre  le  signe  •+■  devant  i. 
Ceci  posé,  on  a 


'        =l-Ç*^Ç*-C«H-..., 


1.3...(2/l-f-l) 
!2  .  4  *  *  •  '2  /l 

Le  coefficient  de  Ç2/i-a  ^gt  égal  à 

1.3.5. ..(2/1  —  3)        1.3. ..(^n  —  5)  ,     •       i       .       . 

11,/^,, .{in  —  1)        2.4-<*(2/i  —  4)  1  , 

On  doit  multiplier  ce  coefficient  par  -s  et  enfin  le  changer 
de  signe  pour  avoir  y.  Il  vient,  en  définitive, 

r(— 0"        1.3,5. ..(2/1  —  3)       i.3...(2/î  —  5) 

1      t/2  2.4. ..(2/1  —  2)  2.4->-(2/l  —  4) 

Observons  toutefois  que  ceci  suppose  implicitement  /i>o; 
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pour  n  ==  o,  le  résidu  y  est  nul.  On  a  donc 


J  =  — jz  pour         n  =  o, 


/ï 


2  S/l 


enfin 


W 


J  =  — 7=(/â  —  i)  pour         »=i; 


I  J  =— -     -p  —  S,*-H,  I  pour         n  =  -2A:-+-i, 


en  appelant  Sv  la  somme  des  v  premiers  termes  de  la  série 
alternée 

o  I        1.3  .   .       ^,,  1.3.  ..(2v  — i) 

'2  2.4  2.4'..(2V) 

les  sommes  82*  et  ?^2k^\  convergent,  comme  l'on  sait,  vers 
-=>  les  premières  par  défaut,  les  secondes  par  excès.  C'est 

là  un  résultat  que  vérifient  les  formules  (2);  en  effet,  Jest 
toujours  positif  et  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfini- 
ment, ainsi  qu'on  s'en  rend  compte  immédiatement. 


Problème  n*"  16. 
Valeurs  des  intégrales 

/■*■* dx  r  '      x^^  dx 

_i     v^^i  -h  x)^{i  —  x)  Jo     \/a7(i  —  x^) 

^        .  .  /•■*■*  dx 

Etudions  d'abord   Tintéffrale  J==  /       ., 

La  fonction  F(^)=  ,  est  uniforme  à  l'exté- 

rieur  d'une  courbe  fermée  quelconque  G  entourant  le  seg- 
ment —  l'^'^^H-i  de  Ox;  on  s'en  rend  compte  aussitôt 


/, 
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en  posant  z=  -^y  et  en  observant  que  les  trois  détermîna- 
lions   de    la   fonction   F|(nz=  ^  ^    '         sont   holo- 

morphes  à  l'intérieur  de  la  courbe  G^  transformée  de  G. 

Ceci  posé,  formons   le  même  contour  G  que  dans  le 

problème  précédent  et  partons  du  point  rn{fig,  74)  avec 

Fig.  74. 
m/ 


& 


m* 


la  valeur  Fi  au  radical,  très  voisine  de  l'unité.  L'inté- 
grale  /  F|(-5)  rf>z  étendue  au  contour  G  dans  le  sens  direct, 

est  égale  au  résidu,  pour  ^  =  00,  de  la  détermination  cor- 
respondante F4(z)  de  F(z). 

Représentons  par   e  l'expression  cos-^  -|-isin  -r-*  ra- 

cine  cubique  de  l'unité  ;  la  seconde  racine  s^  est  égale  à 

—  (cos^  -h  «sin^  V  Soit  de  plus  R(^)  la  valeur  réelle  du 

radical  pour  une  valeur  réelle  x  de  >3;  en  chaque  point 
X  —  hi  de  m/i,  le  radical  admet  trois  déterminations  très 
voisines  respectivement  de  R(^),  £R(^),  î.^\\{x)^  et  c'est 
la  première  qui  correspond  à  F<(^);  quand  on  décrit  le 
segment  /?'/?',  après  avoir  pivoté  autour  du  point  critique 
H-i,  la  valeur  du  radical,^suivie  par  continuité,  est  en 
chaque  point  x -h  bi  très  voisine  de  eR(^),  et  la  valeur 

de  F^(z)  est  très  voisine  de  -rj^ — -  ;  enfin,  quand  on  arrive 

au  aegment  pm^  après  avoir  pivoté  autour  du  point  cri- 
tique s  =  —  I ,  la  valeur  du  radical  s'est  trouvée  multipliée 

sensiblement  par    cos  —^  -f- 1  sin  ^  ou  e*  ;  elle  est  donc 
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sensiblement  égale  le  long  de pm  à  e2.e.R(x)  ou  à  R(x), 
et  Ton  revient  bien  au  point  m  avec  la  valeur  initiale. 

D'après  cela,  l'intégrale    /   Fi{z)dz  tend  vers 


/ 


pn 
4-1 


dx 


ou  J,  quand  b  tend  vers  zéro,   en  même  temps  que  le 
rayon  des  cercles  c  et  c' ;   l'intégrale    /    Ft(z)dz  tend 

vers J.  Enfin,  les  intégrales   /  F|(5)rfs  étendues  aux 

arcs  de  cercles  c  et  c',  tendent  vers  zéro  avec  le  rajon  0 
de  ces  cercles  ;   car  elles  sont  moindres  respectivement 

en  modules  que  27rp'  et2up^* 
Nous  avons  donc 


(I) 


(i-l)j=-a^7:Y, 


Y  désignant  le  résidu  pour  .s  =  oo  de  F|(^),  Pour  calculer 
ce  résidu,  posons  z  =  -9  on  a 

et  — Y  est  égal  à  3 >  c'est-à-dire  à  — i,  ou  à  —  >  ou 

y —  I  ^ 

à  -y- 5  suivant  qu'on  prend  une  des  trois  déterminations 

du  radical.  Cherchons  celle  de  ces  déterminations  qui 
correspond  à  Fi(z)  :  pour  cela,  partons  du  point  m  avec 
la  valeur  F^,  décrivons  le  segment  mn,  l'arc  de  cercle  nq 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  O^,  et  éloignons-nous  à  l'infini, 
le  long  de  qx  :  cela  revient  à  partir  du  point  O  avec  la 
valeur  -f-i  du  radical,  à  suivre  l'axe  des  x  jusqu'au  point 
I — p  très  voisin  de   i,  à  décrire  au-dessous  de  0:i?  un 
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demi-cercle  d^e  centre  i  et  de  rajon  p,  enfin  à  s'éloîgner 
indéfiniment  sur  Ox.  Dans  ces   conditions,  on  arrive  au 

point  ï  —  p  avec  la  valeur  réelle R(^)  =^0(7.  —  p)2,etau 
point  I  +  p  avec  la  valeur 

On  doit  donc  prendre  pour  JJ  réel,  positif  et  très  petit,  la 
valeur  réelle  du  radical,  multipliée  par  e^  ;  autrement  dit,  la 

détermination  de  y/(Ç-f-  i)^(J^  —  i)  qui  correspond  à  ¥i{z) 
est  celle  qui,  pour  S^  =  o  est  égale  à — £-.  L'égalité  (i) 
donne  alors 


( 


A    -  2tTC 


ou  bien 

et  comme  on  a 


(s*  —  e)J  =  —  2i7r; 


I 


e= h  i  —  9  £2  —  e=:  —  1 4/3 

2  2 


donc 

J  = 

/3 


-  _   2TT 


Observons  qu'on  aurait  pu  éviter  la  discussion  relative  à 
la  valeur  du  résidu  y,  en  tenant  compte  de  ce  fait  que  J 
est  évidemment  une  quantité  réelle  et  positive;  or  des 
trois  égalités 


2t7C 


£« 


la  seule  qui  donne  à  J  une  valeur  réelle  est  la  dernière. 
Passons  à  l'intégrale  K=  /    ^  — ■    La  foncti 

F{z)=  jj===  n'admet,  comme  points  critiques,  que 
les  points  z  =  o  et  j5  =  dii,  et  une  quelconque  de  ses  dé- 


lon 
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terminalions,  soit  F4(^),  est  uniforme  à  l'extérieur  de 

toute  courbe  fermée  C  entourant  le  segment  — iv. ^4-i. 

On  a  donc 

/  Fi(z)dz  =  —  2  lie  Y, 

Y  désignant  toujours  le  résidu  pour  z  =  co  de  la  fonction 

F.(*)- 

Prenons  comme  contour  C  un  contour  formé  par  deux 

droites />//w/i,/?' /'m' n'  {/Ig*  75),  parallèles  à  Ox  et  équi- 

Fig.  75. 


& 


iT^ 


\m         n 


\.y^ 


nKy 


a; 


distantes  de  cet  axe,  et  par  des  arcs  de  cercles  décrits  des 
points  —  I ,  +1  et  O  comme  centres.  Partons  d'un  point 
X'—bi  de  mn  avec  la  détermination  ^\{z)  très  voisine 
de  la  détermination  réelle  de  F(^),  et  décrivons  le  con- 
tour dans  le  sens  direct.  Quand  on  fait  tendre  vers  zéro 
la  distance  26  des  deux  droites  et  les  rayons  des  cercles^ 

l'intégrale   /    ¥x{z)dz  tend  vers  l'intégrale 

*^  mn 


»'o       \,'X(\ 


'0    yx{\—x'^) 


l'intégrale  étendue  au  segment  rtlm!  après  qu'on  a  pivoté 
autour  du  point  + 1  tend  vers 

l'intégrale   /   ¥x{z)dz^  calculée  après  qu'on  a  décrit  l'arc 

Jl'pr 
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m  l\  a  pour  limite 

— ; -T     dX  =  — 

£1 


x'./ 


i  1 


^=^^^X(-K)  =  K; 


l'intégrale  /  F,f(s)rf^,  calculée  après  qu'on  a  pivoté  au- 
tour  du  point  —  i ,  a  pour  valeur 


X'tn 


I  1 


dx  = 


—  K 


Enfin,  les  intégrales  étendues  aux  arcs  de  cercles  tendent 
vers  zéro  (voir  la  remarque  de  la  page  443).  On  peut  donc 
écrire 

2Kfl j    =  —  2  ITTY. 

Pour  calculer  y»  posons  -s  =  =;  il  vient 


F(^)  = 


î 


îrt-i 


'v/.-î:^' 


développons  (i  —  Ç*)  '  suivant  les  puissances  croissantes 
de  î^^  ;  le  coefficient  de  Ç^"  est  égal  à  y-  Adoptons  d'abord 
la  détermination  du  radical  qui  est  égale  à  i  pour  C  =  o; 
on  a 


(i-Ç»)  »  =  n-iç»^-i^C* 


1 
3 


3.6 


1.4. .  .(3n  —  2) 
3.6. .  .3/1 


!:"»+..•; 


la  valeur  de  vest  donc  égale  àla  quantité  '';''      , — —  multi- 

pliée  par  i,  -  ou  ~>  suivant  la  détermination  du  radical 

que  l'on  choisit.  Une  discussion  analogue  à  celle  qu'on  a 
faite  plus  haut  montrerait  que  la  détermination  du  radical 
qui  correspond  à  ^\{^z)  est  celle  qui  est*égale  à  e^  pour 
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Ç  =  o.  Mais  celte  discussion  est  inutile  ;  Pintégrale  K  est 
certainement  réelle,  et  des  trois  égalités 


(,_i)K, 


X   I 

1 

.     I  .4  .•  .(3  71 —  2)   ]    X  -     , 

217: — ^ \         s    }> 

3 . 6 ...  3  /i 

I 
X  -T 


la  dernière  seule  donne  pour  K  une  valeur  réelle,  à  savoir 

1  1  7C      T  .4*  •  •(3n  —  2) 

la  valeur  -—  — r-r^ 5 • 

Problème  n""  17. 
Développer  ^intégrale  définie 


1 


suivant  les  puissances  croissantes  de  a. 

Posons  X  =  ai;  l'intégrale  considérée  devient 


H 


a)=    1  ,. 


fiCtZ 

La  fonction  F (2)  =  ■  n'ayant  d'autres  points  crî- 

tiques  que  ^  =  =ti  1,  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour 

fermé  entourant  le  segment  —  i  -|-  i   [avec  la  déter- 

mination 'P\{z)  de  F(^)]  est  égale  à  — ^.ii^y  y  étant  le 
résidu  de  Ft(z)  pour  z  =  00.  En  faisant  tendre,  comme 
précédemment,  le  contour  de  G  vers  le  double  segment 

—  I  -H  I ,  on  trouve 

aJ(a)  =  —  atitY; 

pour  calculery,  posons  z=  yf  et  développons  ~  ^  -  en 


\ 


j. 
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série  de  Laurent  5  on  a 


fiC    T   _i_    _     _     _J_ _!_  _L.    


—  ZÏZl 


faisons  le  produit  de  ces  deux  développements  (qui  sont 
absolument  convergents),  et  cherchons  le  coefficient  de  JJ, 
coefficient  qui  est  égal  à  —  y;  il  vient 

^  .r        I  aï  i.3...(2t/i  — 1)  a2«  1 

'  L        2  ^-  2.4. .  .'^«       '^/î;  I 

,     .  r  a  a2  a«  "1 

I  I  (l.a)^  (l.2.../ij-  J 


en  posant  ---  =  a. 

Comme  J(a)  est  positif  pour  a  réel,  il  faut  le  prendre 
le  signe  —  devant  i  dans  l'expression  de  — y,  afin  que 
—  2iTry  soit  positif  *,  on  a  donc 


on  voit  que  J  (a)  est  une  fopfl|.iojï,,holomorphe  de  a. 


avec     a  =  — -; 
4 


■'-^■^  •^+Rrôiaêàia'U<*'-ft/^^^ 


•  .  :  f  J  <; 


•:;f!C»'  ol  i\:ity/-n  JO  ."s  J:i"..q  f^^  -r(!;iin  'r''lo-':n  .■    •"■■•^ 


j-o  La'M'»^'''  Wîi^'  (^^^'  *•«'   ^J^i/^  /w>il..'-'  ^!:v--'U  ■■î,  ■    "•  .p 
compris  entre  -^  -  et  -\  aahs  la  première  intégrale  a 

{i^$PfUppQ^é\Helrei  c(myyiftis?et;êitft  ^.etirj^'.y  ..r  \  '-.  -i- 

T.  —  Rf'c.  3i 
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Pour  calculer  la  première  intégrale, 


=/ 


H-op 


arc  tSingx d.r 
a?' —  aar  sina-t- 


observons  que  la  fonction  arc  tangr  =  — .  log r^  admet 

comme  points  critiques  les  deux  points  + 1  et  —  z,  et 
qu'elle  s'accroît  de  tz  quand  z  pivote  autour  du  point  i 
dans  le  sens  direct. 

Si  nous  décrivons  sur  Ox  comme  diamètre  {Jig*  76)  un 


Fi  g.  76. 


m/    co 


demi-cercle  G  de  centre  O  et  de  rayon  R  très  grand,  la 
fonction  ¥(z)  =  - 


arc  tang^ 


2^  sma  -+- 1 


admet  à  l'intérieur  de  ce 


demi-cercle  le  point  critique  5  =  -f-  i.  Mais  si  nous  quit- 
tons la  circonférence  G  avant  d'arriver  à  l'axe  des  y  pour 
suivre  une  parallèle  np  à  Oy  jusque  dans  le  voisinage  du 
point  i,  pivoter  autour  du  point  t,  et  revenir  le  long  d'une 
parallèle  p^ ni  à  Oy  sur  le  cercle  G,  il  n'existe  plus  de  point 
critique  de  F  (s)  à  l'intérieur  du  contour  {Imnpqp^n'l) 
ou  r  :  quand  on  part  de  l'origine  avec  la  valeur  zéro  de 
F(z),  la  détermination  ^\{z)  de  F(z)  ainsi  définie  est 
une  fonction  uniforme  à  l'intérieur  du  contour  F  et  pos- 
sède à  l'intérieur  de  F  le  seul  pôle  z  =  (sina  +  «cosa) 
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OU  A.  Le  théorème  de  Cauchy  donne  donc  ici 

Fi{z)dz  =  a  lira, 


£ 


T 

en  appelant  a  le  résidu  de  Fi  (z)  au  pôle  A. 

Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  l'intégrale  éten- 
due au  demi-cercle  G  tend  vers  zéro,  car  le  long  de  ce 
demi-cercle  la  détermination  prise  pour  arc  tangz  diffère 

peu  de  -  >  et  le  module  du  coefficient  de  dz  est  de  l'ordre 

de  p7«  Quand  on  fait  tendre  en  même  temps  vers  zéro  la 

distance  aft  des  segments  /?/?,  n'p'  et  le  rayon  r  du 
cercle  c  de  centre  i,  l'intégrale  étendue  à  l'arc  de  cercle pqp' 
tend  vers  zéro,  car  cette  intégrale  (pour  r  suffisamment 
petit)  est  moindre  en  module  que 


/ 
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-T-^-  û?6  ou  -. — 5— 


sina  sma 

(^voir  la  Remarque  de  la  page  443)* 

D'autre  part,  soit  é  -h  ty  et  —  b  -h  iy  deux  points  des  seg- 
ments/7/1 elp'n!\  la  différence  F<  {b  +  iy)  —  Y^  ( —  b-\-iy) 
est  sensiblement  égaie  à 

— r 
(iyY  —  2 1^  sin a  -h  I 

puisque  arc  tang^  diminue  de  tt  quand  on  tourne  autour  du 
point  -J-  i  dans  le  sens  négatif;  les  deux  segments  /i/?,  n! p' 
étant  parcourus  le  premier  dans  le  sens  /i/?,  le  second  dans 

le  sens  p' n!-,  l'intégrale  totale  étendue  à  ces  deux  segments 

/               j_ 
— : —  étendue  à  l'axe 
z^ — 2>5sina-4-i 

des  y  du  point  i*  jusqu'à  l'infini,  c'est-à-dire  l'intégrale 
—  iTu  /     ; — ^ r«  Nous  Douvous  douc  écrirc 

"*"*     arctanff^^a:  .      /•"  dz 

; — : =  2,nza. 


r  arctang^aa:  P 

J    ^    x^ — IX  smx-^i  J^       I  — 


2  lésina  — y^ 

3i. 


4^4  QUATRIEME    PÀKTIE. 

Le  résidu  a  du  pôle  A  est  éeral  à         ang(sin« —     sa) 
Texpression 

1  ^      1     Y  î 1  I 

I — a  lésina — y*       acosa  \^h- cos  a -i- tsina       y  —  cosa -4- tsina/ 
a  pour  intég^rale   firënérale  log*^- — — ^. —  ;  il 

*  o  D  acosa      ^  jr  —  cosa -f- tsina 

vient  donc 

-  iTz     ,       I  —  cosa  +  tsince  it  ,  .  .         . 

J  =  loff .-. 1 arc  tanfi'rsma  -4-  icosa) 

acosa      °  i-i-cosa -h  i  sina       cosx 

iic      ,       I  —  cosa-f-isina  iz       ,       i  —  cosa-4-isinx 

log 


lOg 

.-  . h 

i-i-cosa  -+•  i  sina 

log 

I  —  cos  a  -f- 1  sina 

1 

1  +  cos  a  -h  isina 

\r\rr 

/i  —  cos  a  -f-  isina 

acosa      "  I  +  cosa -h  isina       aicosa     "i-hcosa  —  ismi 

Ï7C      ,       /i  —  cosa-f-isina        i -h  cosa  —  e  sina\ 

= log  ( 7-^ —  X —. —  ) 

acosa      ^  \i  H- cosa-i- t  sma        i — cos  a -h  isma/ 

log(cosa  —  isina)  = X  (—  ta  -i^^ikiz) 


acosa      "^  acosa 


acosa 


(a  zh  aAric), 


k  étant  un  entier  positif,  qui  dépend  de  la  détermination 
du  logarithme  qu'il  convient  d'adopter  d'après  la  valeur 
choisie  pour  Fi{z)  et  le  chemin  d'intégration.  M.is  on 
aperçoit,  sans  discussion,  que  k  doit  être  nul  pour  a  =  o, 
car  le  coefficient*  de  dx  est  alors  une  fonction  paire  de  a: 
et  J  est  nul.   Comme  J  est   une  fonction  continue  de  a 

quand  a  varie  entre  o  et  -,  on  a 


Tca 
J  =      ^ 


acosa 


(»S"<;) 


f     -7—5 ^:ïï-  dx.  La  fonction 

arc  sinz  =  -  \og( iz  +  y/i  —  z^j  admet  comme  points  cri- 

tiques  les  points  z  =  1',  z  =  —  i,  z  =  ao.  Quand  on  pivote 
yutour  du  point  + 1  dans  le  sens  direct,   on  revient  au 


\ 
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point  de  départ  avec  la  valeur  tz  —  a  de  Taxe,  a  désignant 
la  valeur  initiale;  quand  on  décrit  une  courbe  fermée  en- 
tourant une  fois  le  segment  —  i  H-ij  on  revient  au 
point  de  départ  avec  la  valeur  27t  +  a.  Ceci  posé,  décri- 
vons du  point  O  comme  centre  (Jlg'  77)  iin  cercle  G  de 

Fig.  77. 


rayon  Rtrès  grand,  et  quittons  ce  cercle  avant  d'arriver  à 
Taxe  des  x  négatifs  pour  décrire  le  lacet  {pqlmnrnl m' q' p') 
autour  des  points  -|- i  et — i.  Soit  F  le  contour  fermé 
ainsi  défini  ;  à  Tintérieur  de  ce  contour,  la  détermina- 
tion F|(z)  de  F(-3)  qui  est  très  voisine  de  o  au  point  m 
est  une  fonction  uniforme  de  z  admettant  les  deux  pôles 
+  i  el  —  i.  Si  Ton  décrit  le  contour  F  dans  le  sens  inverse, 

Fintégrale  l¥^(^z)dz^  étendue  à  ce  contour,  est  égale  à 

—  2iTC(a-f-p),  en  appelant  a  et  ^  les  résidus  deF4(^) 
aux  points  i  et  —  i. 

Quand  on  fait  croître  R  indéfiniment,  l'intégrale  éten- 
due à  C  tend  vers  zéro,  car  arc  sin  z  devient  infini  comme 

Ê 

un  logarithme,  et  le  module  M  de  F|(2)  est  de  laforme  ^» 
€  tendant  vers  zéro  avec  ^  •  ^ 
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D'antre  part,  l'intégrale    /  Fi  {z)dz  tend  vers  2K  quand 

le  lacet  tend  à  se  confondre  avec  l'axe  des  x  ;  le  long  de 
Vn!y  la  valeur  de  arcsinjs  est  sensiblement  de  la  forme 
ic  —  a,  si  a  désigne  la  valeur  de  arc  sinz  au  point  de  In  qui 

a  même  abscisse;  l'intégrale  /     F|  {z)dz  a  donc  pour  li- 

mite  2  K  —    /       y~ i\i  =  ^  K.-  Enfin,  en  un  point  de  q'p'^ 

la  valeur  de  arc  sinz  est  sensiblement  de  la  forme  aie  +  a, 
a  désignant  encore  la  valeur  de  arc  sinjs  au  point  de  pq 
qui  a  même  abscisse  ;  la  quantité 


r    Vi{z)dz—   f    Fi(z)dz 


pq  ^pq- 


a  donc,  pour   limite    /       z ^  =  -•  Nous   pouvons 

écrire,  d'aptes  cela  (*), 

le  résidu  P  du  point  z  =  —  i  est  égal  à  la  valeur  (pour 

3  =  —  i)  de  la  dérivée  de  la  fonction irr-:  cette  dé- 

rivée  a  pour  expression 

arcsin^/  nz    \  z  i 

(-5  —  0*  \   ^  -5  —  »/  "^  (^  —  0*  v/i— ^*' 

et  sa  valeur  au  point  i  est  égale  à  7  x  -^ — 7=;  comme  nous 

4       rfc  y  2 

partons  d"j  point  m  avec  la  valeur  de  l'arc  sin  très  voisine 
de  zérO;  par  suite  avec  la  détermination  positive  du  ra- 


O  Les  intégrales  prises  le  long  des  arcs  de  cercles  de  centre -h  i 
ou  —  I  tendent  vers  zéro  avec  les  rayons  de  ces  cercles,  puisque  la 
fonction  F,(^)  reste  finie^ux  points  +1  et  — i. 
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dical  v/i  — ^-,   nous  arrivons  au  point  — i  (en  suivant 
l'axe  des^  négatifs)  avec  la  valeur  positive  du  radical,  et  p 


est  égal  à  — —  •   On  trouve  de  même  que  a  est  égal  à 

— T-  X  — —  >  le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  — . 
4        ±1/2 

Il  vient^  en  définitive, 


2/2  4  \v/2      ay 


4K-I--  =  -— ,         K 


Problème  n""  19. 
Valeurs  des  intégrales 

dx 


li~^.<^-         et  r,og(.-.i)-- 


X' 


La  fonction  F (2)  =  ^!- ^  admet  comme  points  cri- 
tiques les  points  ^  =  0  et  z  =  oo.  Traçons  {fig-  78)  du 
point  O  comme  centre  un  cercle  G  de  rayon  très  grand  R, 
et  abandonnons  ce  cercle  avant  d'atteindre  l'axe  des  x  po- 
sitifs pour  décrire  un  lacet  Impm'  V  autour  de  l'origine. 
Partons  d'un  point  z  de  ml  avec  la  détermination  F|  {z) 
de  F(j5)  très  voisine  de  la  valeur  réelle  çt  positive  de  F(;r). 
La  fonction  ^\{z)  est  uniforme  à  l'intérieur  de  l'aire  com- 
prise entre  le  cercle  G  et  le  lacet,  et  possède  dans  cette 
aire  le  pôle  double  ^  =  —  i,  de  résidu  a.  Le  théorème  de 
Gauchj  donne  donc 

Jf    Yi{z)dz  =  iiTza, 
V 

r  désignant  le  contour  total  formé  par  G  et  le  lacet.  Quand 

on  fait  croître   R  indéfiniment,   l'intégrale  /  F^  {z)  dz^ 
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étendue  au  cercle  C,  tend  vers  zéro,  car  |F|(z)|x|^|^ 
lend  vers  zéro  quand  (z)  croît  indéRniment.  D'autre  part, 
quand  le  lacet  tend  à  se  confondre  avec  0^;,  la  valeur  de 
F|  (s)  en  un  point  a;  —  ti  de  ml  est  très  voisine  de 

^x  log  a? 

et  en  un  point  x  -{-  e/  de  m'/'  la  valeur  de  F^  est  très  voi- 

sine  de  — - — -. — - — rj -y  car  ^z  change  de  signe  et  loge 

diminue  de  2«7t  quand  m  pivote  autour  du  point  O  dans 
le  sens  inverse. 


Enfin,  l'intégrale  étendue  à  l'arc  de  cercle  m/? m'  décrit 
du  point  O  comme  centre,  lend  vers  zéro  avec  le  rajon  de 
ce  cercle  {voir  la  Remarque  de  la  page  443)* 

L'intégrale  étehdue  au  lacet  a  donc  pour  limite 


^X{\0%X 9.2  7:)     j 

(i-h  xy 


GX 


s/x  dx 

Quant  au  résidu  a  du  pôle  double  -3  =  — i,  il  suffit, 
pour  le  calculer,  de  déterminer  la  valeur  au  point  -5  =  —  i 


EXERCICES    sua    LA.    THÉOaiE    PES    FONCTIOIVS.  4^9 

de  la  dérivée  première  de  la  fonction  y/^s  logz,  dérivée  qui 
est  égale  à  — -^r  logs  -|-  ^-— ;  pour  fixer  le  signe  de  sj —  i  et 


i\/z      ^  ^ 


la  valeur  de  log  —  i ,  partons  du  point  z  =  x  —  e t  de  m  / 
avec  les  valeurs  de  y/i  et  de  log -3  très  voisines  respective- 
ment de  -I-  \lx  et  déloger,  et  suivons  le  lacet  jusqu'au  point 
/?,  puis  suivons  Taxe  des  x  négatifs  jusqu'au  point  —  i  ^ 
comme  nous  avons  décrit  ainsi  un  demi-cercle  autour  du 
point  O  dans  le  sens    inverse,   nous   arrivons   au  point 

^  =  —  Ç^  de  l'axe  des  x  avec  la  valeur  —  ^ y/Ç^  = —  i$ 
de  )/z  et  avec  la  valeur  logÇ-^ —  iiz  de  log5.  Le  résidu  a 

de  F<  {z)  est  donc  égal  à  — ;— .  -+-  —  ;  on  peut  donc  écrire, 


en  a 


ppelant  J  l'intégrale  cherchée  f    ^'^^^  r/-, 
,  -      r    -\-)/xdx  .     /it    .   A 

L'intégrale  7=1     t-^ — r  peut  se  calculer  à  l'aide  des 

méthodes  élémentaires;  mais  on  obtient  immédiatement 
sa  valeur  en  lui  appliquant  le  même  raisonnement  qu'à 
l'intégrale  J;  on  trouve  —  2y=2iiiai,  si  «i  désigne  le 

résidu  pour  ^  =  —  i  de  la  fonction  j-^ — -  ?  résidu  qui  est 

égal,  d'après  ce  qui  précède,  à — j.zz=  =  — — :•  En  défi- 
nitive, 

2J=2i7r( l  )   =  2TZ,  4  =  1t. 

On  pouvait  éviter  toute  discussion  relative  à  la  déter- 
mination de  ^z  et  de  log>s  au  point  z=:  —  i,  en  remar- 
quant que  J  est  une  quantité  réelle  et  positive,  de  même 
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quey  ;  or  on  a 
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A:  désignant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  Pour  que  J 
soit  réel,  il  faut  que  le  coefficient  de  2iu  se  réduise  à  di/, 
et,  pour  que  J  soit  positif,  il  faut  que  i  soit  précédé  du 
signe  — .  D'où  la  valeur  de  J  sans  ambiguïté. 
Calculons  maintenant  l'intégrale 


/log  (  a?  H —  \dx 
—A — d. 


Observons  que,  si  Ton  change  a;  en  r-9  K  devient 


l4-{^ 


en  sorte  que  K  est  égal  à 


/      loff  (  a?  H —  ]  dx 
1    /      _1V çZ_  =  iK, 


La  fonction 


Iog(^+î) 


i-hz^ 


peut  s'écrire 


n-«* 


[log(^  -+-  0  -+-  log(a  —  0  --  log^]. 


Considérons  d'abord  la  fonction —^^ — r— ^;   décrivons 


H-<5' 


du  point  O  comme  centre  un  demi-cercle  C  dans  le  demi- 
plan  supérieur  xOy,  et  partons  du  point  O  avec  la  va- 
leur ~  de  log  {Z'\-  i);  la  fonction  cp,(^)  =  ^^^  ^ —  est  uni- 
forme à  l'intérieur  du  demj-cercle  G,  et  possède  dans  ce 
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domaine  le  pôle  z  =  -\-  i.  Si  l'on  observe  que  l'intégrale 

/  (Di{z)dz^  étendue  à  la  demi-circonférence  C,  tend  vers 

zéro  quand  le  rayon  de  G  croît  indéfiniment,  on  voit 
qu'en  appelant  a  le  résidu  de  cpi  (z)  au  point  O,  on  peut 


écrire 

-h» 


d'après  la  détermination  choisie  pour  log(^  -f-  i). 

Considérons  de  même  la  fonction  <p 2  (^)  =  ■  °       ^  -> 

uniforme  à  l'intérieur  d'un  demi-cercle  G'  décrit  de  O 
comme  centre  dans  le  demi-plan  inférieur;  si  l'on  part  de 

« 

z  =  0  avec  la  valeur de  log(^  —  i),  et,  si  l'on  ob- 

serve  que  l'axe  des  x  est  parcouru  de  +  oo  à  —  00  quand 
on  décrit  le  contour  dans  le  sens  positif,  il  vient 

paf  suite,  l'intégrale  réelle    /        -^ ^dx  on 


r^ 


2    I      l2&iL±pda; 


est  égale  à  STrloga. 


Enfin,  l'intégrale   /     — ^—^dx  est  nulle,  car  on  a 
On  arriverait,  d'ailleurs,  à  cette  conclusion  en  intégrant 
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iogz 


la  fonction  — ^  ,  le  loner  du  demi-cercle  G  et   de  Taxe 

des  X. 

En  définitive,  on  voit  qu'on  a 


et 


/  1  -h  X* 


dx  =  irloga, 


»^o 


/ 


logf  a?-4-Mû^  =  -^loga- 


I  -\-x^ 


Problème  n°  20. 


Valeur  de  V intégrale 

Posons  e^=iy\  l'intégrale  cherchée  J  devient 


r-e-^) 


y 


Pour  évaluer  cette  dernière  intégrale,  partons  de  la  fonc-» 

I  Z     I      f 

tion  P(^)  =  -  log     __    ;  traçons  du  point  O  comme  centre 
(Jig»  79)  dans  le  demi-plan  des  ^  positifs  un  demi-cercle  C, 


i    r?\  r^  r^ 


TTV  ~J  0  -fJ 


w       jy 


de  rayon  très  grand  R,  et  des  points  O,  — 1,-1-1  comme 
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centres  trois  demi-cercles  c,  c',  (?  de  rayon  très  petit  r. 
Partons  d'un  point  très  éloigné  sur  Taxe  des  x  avec  la  va- 
leur réelle  Fi  de  F(^);  la  fonction  Y^  (^)  est  holomorphe 
dans  la  portion  du  demi-plan  supérieur  compris  entre  le 
demi-cercle  G  et  les  demi-cercles  c,  V,  d'^  et  l'intégrale 

/  Y\  (5)  dz^  étendue  au  contour  de  ce  domaine,  est  nulle. 

La  fonction  F|  (js)  s'annule  pour  ^=00  comme  —  j  car 

la  détermination  choisie  pour  log    __    ou  log(  i  -\ '—•) 

estdelaforme >  e  tendant  vers  zéro  avec  -•  L'intégrale 

I  Fi{z)  dz  prise  le  long  du  demi-cercle  G  tend  donc  vers 

zéro  quand  R  croît  indéfiniment. 

D'autre  part,  le  segment  —  i  4-1  est  parcouru  dans 

l'intégration  avec  la  valeur  log îtz  du  logarithme, 

car  la  partie  imaginaire  du  logarithme  décroît  de  in  quand 
on  décrit  le  demi-cercle  c''  autour  du  point -4- i  dans  le 

sens  direct.  De  même  le  segment  —  i  m  est  parcouru 
avec  la  valeur  réelle  du  logarithme,  parce  que  la  partie 
imaginaire  du  logarithme  s'accroît  de  in  quand  le  demi- 
cercle  c'  est  décrit  (autour  du  point  —  i)dans  le  sens  direct. 
Enfin,  pour  des  valeurs  de  a:  égales  et  de  signes  contraires, 

les  valeurs  réelles  de  log  ■  _  (pour  |^|  >>  i),  ou  celles 
de  log  - — -  (pour  |  a:  |  <  i),  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires;  il  suit  de  là  que  les  intégrales  l  F^{z)dz^  éten- 
dues aux  deux  segments  — R  — (14-/')  ^t  (i-+-r)  R 
se  doublent.  Les  intégrales  /  F<  {z)  dz^  étendues  aux  deux 

segments  —  (i  -f-  r)         —  r  et  +  /•        (  «  —  '0  se  décom- 
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posent  chacune  en  deux  parties  : 

/,       /ar-4-i\        dx  r  dx 

les  parties  réelles  se  doublent,  les  parties  imaginaires  se 
détruisent. 

L'intégrale  étendue  aux  segments  de  Taxe  des  x  est 

donc  égale  à  4   /       'og  (     _    ]  x  —  et  a  pour  limite  4J 

quand  p  ^^  ^  tendent  vers  zéro. 

En6n,  quand  r  tend  vers  zéro,  les  intégrales  étendues 
aux  cercles  &et(f  tendent  vers  zéro  {voir  p.  443);  l'in- 
tégrale 

peut  s'écrire 

|e|  tendant  vers  zéro  avec  r;  la  limite  de  Texpression  pré- 
cédente est  donc  — it^.  D'où  la  relation 


4  J  —  "ït*  =  o,        J  = 


TTÎ 


Problème  n°  21. 
Résidu  pour  z=-co  de  la  fonction 

Les  points  critiques  de  la  fonction 


F(z)  =  e«log 


z  —  a 

7^ 


sont  a  et  ^;  la  valeur  de  F(2)  s'accroît  de  2,iize^  ou  de 
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—  2«'ree*,  suivant  qu'on  tourne  autour  du  point  5  =  a  ou 
du  point  z=^  dans  le  sens  direct.  Les  différentes  branches 
de  F(^)  sont  uniforines  à  l'extérieur  d'un  cercle  quel- 
conque entourant  les  points  a,  (î.  Considérons  la  détermi- 
nation du  logarithme,   qui  s'annule  pour  z  =  co]  si  l'on 

•    pose  z=  ■='  on  a  pour  C  voisin  de  zéro 

^    \  I  2  n-hJ  I 

Si  F|(z)  représente  la  détermination  de  F(^)  qui  corres- 
pond à  cette  valeur  du  logarithme,  toutes  les  autres  déter- 
minations sont  de  la  forme  F|  (z) -I- a/^ite^,  k  étant  un 
entier  quelconque  positif  ou  négatif;  les  différentes 
branches  de  F(z)  ont  donc  même  résidu  pour  ^  =  00,  car 

(e*  étant  holomorphe)  l'intégrale  likT:  1  e^dz^  étendue  à 

une  circonférence  de  rayon  quelconque,  est  nulle. 

Le  résidu  de  F|  {z)  s'obtiendra  en  faisant  le  produit 
des  deux  séries  (i)  et  (2) 
1 

r  III  II 

et  en  changeant  le  signe  du  coefficient  de  !^. 
Ce  coefficient  est  égal  à 

[a             a^                           a'*  "1 

I  H ! 5"  -t- .  .  .  -h  , —,  -f-  .  . .  I 
1.2        1.2.3                 (ai-I-i)!  J 

-j-pTi-H  i  -f-  J^  -h... -h  ,     ^'\,  -4-...1  =e'J—e^, 

•^  L  ^''^  1.2.3  {il  -i-l)!  J 

Le  résidu  cherché  est  donc  e* —  eP. 

On  arrive  au  même  résultat  en  observant  que  le  résidu 

est  égal  à  — ^  /  ¥^{z)dz^  C  étant  un  cercle  de  rayon  très 


■  V-  »vi 
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grand  qu'on  parcoure  dans  le  sens  inverse.  Or  riniégrale 
ne  change  pas  quand  on  déforme  le  contour  d'intégration 
de  telle  façon  qu'il  comprenne  toujours  à  son  intérieur  les 
points  a  et  ^,  et  notamment  quand  on  le  réduit  à  un  con- 

Fig.  80. 


ce 


tour  formé  de  deux  parallèles  au  segment  a,  p  et  de  deux 
arcs  de  cercles  décrits  de  a,  ^  comme  centres;  si  Ton  fait 
tendre  la  distance  des  deux  parallèles  vers  zéro,  ainsi  que 
les  rayons  des  deux  cercles,  l'intégrale  étendue  à  ce  lacet 

dans  le  sens  direct  a  pour  limite  2«tc    /    e^  dz^  car  les 

intégrales  étendues  aux  arcs  de  cercle  tendent  vers  zéro, 
et  le  segment  a^  est  parcouru  une  première  fois  dans  le 
sens  a^,  une  seconde  fois  dans  le  sens  [3a  avec  la  même 
valeur  de  la  fonction  diminuée  de  liTze^. 

On  trouverait  de  la  même  manière  comme  résidu  pour 
^  =  00  de  la  fonction 


z  —  a 


la  valeur 


F(>5)=  ^«e-  Jog 5 

5  —  p 


(/i  désigne  un  entier  positif). 


I 
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Problème  n  '  22. 
Résidu  pour  z-=co  de  la  fonction 

F(z)=  — -(2>s*—  i)e*'(arc  tan  g  3)'. 

Les  points  critiques  de  la  fonction  F(j5)  sont  -f-j  et  r-  j. 
Considérons  la  détermination  de  arctangz  qui,  pour  z 

très  gi^and,  diffère  peu  de  -;  on  a,  en  posant  ^  =  -,  dans 

le  domaine  de  J^  =  o  : 

arc  tang«  = arc  tangÇ  = Ç-^V  —  --  h-.... 

SiF|(^)  est  la  détermination  de  F(z)  qui  correspond  à 
cette  valeur  de  arctang^,  toutes  les  autres  déterminations 
de  F(j5)  sont  de  la  forme 

Fi(.5)h — r(2.32—  \)e^^{'ikn  arc  tang^s  -h  A*?:^), 

A"  désignant  un  entier  positif  ou  négatif.  • 

Cherchons  le  résidu  de  F<(z);  pour  simplifier  la  dis> 
cussion  relative  au  pôle  5  =  0,  posons 

Fi(3)==(arctangz)2|-(^2---^,je-'-i-~J  -  i^(arc  lang^)î  =  (p(.5).-^(4î), 

et  cherchons  les  résidus,  pour  2  =  00,  de  <p  et  de  if.  Tout 
d'abord,  le  résidu  de  if{z)  est  nul,  car^  pour  z  très  grand, 


TT 


2 


itiz")  est  de  la  forme  — — r— >  s  tendant  vers  zéro  avec  -• 

Pour  calculer  le  résidu  de  cp(z)  (qui  est  holomorphe  à 
l'origine),  observons  que  ce  résidu  est  égal  à  l'intégrale 

— T-  /  o(z)dz  étendue,  dans  le  sens  inverse,  à  une  courKe 

fermée  quelconque  entourant  les  points  — /et  -+-/.  Ré- 
T.  -  Rw.  3a 
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duisoDs  celle  courbe  à  être  un  lacet  L  {fig-  81)  formé  de 
deux  parallèles  //i,  V rt!  à  Taxe  des  y  et  de  deux  arcs  de 
cercles  de  centre  -h  «  et  —  /  :  nous  partons  du  point  m 
(situé  sur  Ox  à  droite  de  O)  avec  la  valeur  de  arclang^ 
très  voisine  de  zéro,  car  en  partant  d'un  point  très  éloigné 

sur  Ox  avec  la  valeur  -  de  arc  tang^  [qui  correspond  à 

Fig.  81. 

y 


ne 


n 


t 


TU 


\ 


IV 


(|3 

Fj(z)],  et  en  suivant  Taxe  des  x  positifs,  on  arrive  au 
point  O  avec  la  valeur  zéro  de  arctang^;  quand  on  dé- 
crit le  lacet  dans  le  sens  inverse,  on  arrive  ensuite  au 
point  m!  avec  la  valeur  de  arc  tangz  très  voisine  de  it,  car 
on  a  pivoté  autour  du  point  '- —  i  dans  le  sens  inverse. 
D'après  cela,  faisons  tendre  vers  zéro  la  distance  des 
droites  //i,  tiiL  et  les  rayons  des  deux  cercles  :  les  inté- 
grales étendues  aux  deux  cercles  tendent  vers  zéro  et  Tin- 

tégrale    /  «?(^)  dz  a  pour  limite 
'^■^^J         LV   "^T^j^   >'— -~    (^.arctangty-hTt)^^, 
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la  détermination  de  arctangz  étant  celle  qui  s'annule 
avec  Zj  elj  par  suite,  changeant  de  signe  quand  on  change 
z-  en  —  z.  La  fonction 

étant  une  fonction  impaire  de  y  y  son  intégrale  prise  entre 

—  I  et  -f-i  est  nulle,  et  l'expression  précédente  se  réduit  à 

Le  résidu  cherché  est  donc  égal  à  ii  (  i , j  • 

Problème  n^  23. 
Étudier  les  différentes   déterminations   de  Vinté- 

r*   dz 

grale  I    ^ — »  en  supposant  qu'on  parte  de  Vori- 

Jo    /i  —  z^ 

gine  avec  la  valeur  -^i  du  radical. 

Les  points  critiques  de  la  fonction  /(z)=  ^  sont 

VU  — -s^) 

z  =  —  1,  -S  =  -|-i  et  ^  =  00  :  si  l'on  pose  z  =  p,  /(z)  est 

i 
de  la  forme  Ç-A(Q,  A  étant  une  fonction  holomorphe 

de  Ç  dans  le  domaine  de  Ç  =  o.  Une  rotation,  dans  le  sens 

direct,  autour  d'un  des  points  z  =  ±ij  multiplie  par  —  i 

la  valeur  initiale  de/(>3);  une  rotation  autour  du  segment 

—  i-'^'^^H-i  de  Oœ  change  le  signe  de/{z): 

Ceci  posé,  parlons  d'un  point  de  l'axe  des  y  négatifs  voi- 

.  sin  de  Torigine  avec  la  valeur  de  j{z)  voisine  de  +  i,  et 

décrivons  entre  O  et  ^  un  chemin  quelconque  L  assujetti 

seulement  à  ne  pas  rencontrer  le  segment  — oo"^^+i  de 

32. 
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Taxe  des  x;  la  valeur /i(z)  de/(z),  avec  laquelle  on  arrive 
^n  Zf  est  bien  déterminée  (indépendante  du  chemin  suivi), 
pourvu  que  z  ne  fasse  pas  partie  du  segment  — 00^*^^4-1. 
Les  autres  valeurs  àe/(z)  sont 

Intégrons  maintenant  la  fonction /,(z)  le  long  d'un  che- 
min L,  par  exemple  le  long  du  segment  qui  joint  O  el>s: 

l'intégrale    /  /t(z)dz  =  Fi(z)  est  indépendante  du  che- 

min  L  suivi,  car  /t{z)  est  holomorphe  entre  deux  tels 
chemins  L  et  L'. 

Au  lieu  de  suivre  un  chemin  L,  commençons  par  aller 

du  point  O  au  point  i  —  £  de  Taxe  des  a?,  décrivons  un 

petit  cercle  c  autour  du  point  critique  -s  =1  et  revenons 

au  point  O,  puis  suivons  un  chemin  L  de  O  en  z.  Quand 

.  on  revient  à  l'origine,  la  valeur  de  l'intégrale  est  égale  à 


(i+O  /^'^^===(i+.>     (1); 


-  0 


V^i  —  x^ 


d'autre  part,  le  chemin  L  qst  parcouru  avec  la  détermina- 
tion/2(2)= —  i/i(z)  de  f^  en  sorte  qu'on  arrive  en  z 
avec  la  valeur 

de  l'intégrale.  Si  au  Heu  de  tourner  une  seule  fois  autour 
du  point  ^  =  -{-1,  on  décrit  deux  fois  (ou  trois  fois)  le 
cercle,  on  arrive  en  z  avec  la  valeur 

Fz{z)=2U)  —  Fi(z)  [0UF^(  Z)=:(l—  i)(li  -^  iFi(z)] 

de  l'intégrale. 

Enfin,  avant  de  décrire  le  chemin  L,  on  peut  décrire  un 

(»)  Il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  d* observer  que  cette  valeur  est 
iudépendante  du  rayon  de  c  et  de  faire  tendre  ce  rayon  vers  zéro. 
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nouveau  lacet  :  on  suit  l'axe  Ox  jusqu'au  point  i  —  e,  on 
tourne  une  fois  autour  du  point  z=i,  on  revient  au 
point  O,  puis  on  va  au  point  — (i  —  e),  on  tourne  trois 
fois  autour  du  point  z=  —  i  et  l'on  revient  en  O,  avec  la 
valeur  +1  du  radical  et  la  valeur  2(1  -f-t)^  ^®  l'inté- 
grale; en  parcourant  ensuite  le  chemin  L,  on  arrive  en  z 
avec  la  valeur 

2(1-4-  i)a>  H-  Fi(^) 

de  F.  En  tournant  trois  fois  autour  de  ^  =  1  et  une  fois 
autour  de  z= — i,  on  voit  qu'on  arriverait  en  z  avec  la 
valeur  2(1  —  i)a) +Fi(j5);  d'où  il  résulte  que  2(1  —  i)(ù 
et  2(1  4-  i)(ù  sont  des  périodes  de  l'intégrale,  et  que,  en 
combinant  convenablement  les  lacets  précédents,  on 
pourra  arriver  en  z  avec  une  valeur  quelconque  de  F (2) 
de  la  forme 

Fi(^)-+-2a)(/n-!-m),  —  t  Fi(2)-h  wf  2/n  -f-  i-+-  1(2/1  -h  i)], 
—  Fi(^)-H2a)(/n-4-i/i),         -4-  iFi(z)-H  to[2W  -h  r-h  1(2 n  -hi)], 

m  et  n  désignant  des  entiers  quelconques,  positifs,  nuls 
ou  négatifs,  de  même  parité. 

Je  dis  que  ces  valeurs  constituent  les  seules  valeurs 
possibles  de  F(j5),  autrement  dit  que  F(z)  n'admet  pas  de 
périodes  distinctes  de  2(1-1- if)(o  et  2(1  —  /)w.  Suivons, 
en  effet,  entre  O  et  z  un  chemin  absolument  quelconque  : 
nous  arrivons  en  z  avec  la  valeur  F(z)  de  l'intégrale  et 
avec  une  des  quatre  valeurs  de/y  soit  la  valeur /2=: —  i/; 
revenons  alors  au  point  O  en  suivant,  en  sens  inverse,  un 
chemin  L  et  le  premier  lacet  (celui  qui  tourne  une  fois 
autour  du  point  -i-i);  nous  décrivons  ainsi  un  contour 
fermé  C  qui  nous  ramème  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale 
-+-i  de/{z);  la  différence  entre  F(z)  et  F|(j5)  est  égale  à 

l'intégrale  A=  j  f'^z)  dz  prise  le  long  de  ce    contour. 

Tout  revient  à  montrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale  est 
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de  la  forme  am(i  -f-  i)(o  +  2/1(1  —  t')o),  m  et  n  étant  des 
entiers  quelconques. 

Marquons  sur  le  contour  C  (Jig»  82)  les  points  succes- 
sifs M<,  M2,  Ms,  . . .,  où  ce  contour  traverse  l'axe  des  a:, 
et  soit  P|  un  point  de  C  pris  entre  M  «  et  M2,  Pa  un  point 
pris  entre  M2,  Mj,  etc.  Il  nous  est  loisible,  en  arrivant  en 
P< ,  d'aller  au  point  O  et  de  revenir  au  point  P< ,  sans  que 
la  valeur  de  l'intégrale  soit  changée,  et  la  même  remarque 
s'applique  aux  points  Pj,  Ps,  ....  Nous  décrivons  aussi 
des  contours  fermés  successifs  C|,  C29  •  *  •  dont  certains 
renferment  le  point  H- 1,  certains  le  point  — i,  d'autres 

enfin  ne  renferment  aucun  point  critique;  nous  suppri- 

. 

Fig.  83. 


pT ^/ 

mons  ces  derniers  immédiatement.  Si  tous  les  contours 
C|,  C2,  . . .  sont  ainsi  supprimés,  l'intégrale  Â  est  nulle; 
sinon,  l'intégrale  prise  le  long  du  premier  contour  restant, 
soit  G|,  est  égale  (au  signe  près)  à  (i-h  /)(o  (*)  et  l'on  re- 
vient au  point  O,  après  avoir  parcouru  C|,  avec  la  valeur 
—  i  àe/(z);  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  suivant 
est  égale  à  — t(i+î)(i>  (au  signe  près),  c'est-à-dire  à 
I  —  z(o,  et  l'on  revient  en  O  avec  la  valeur  ( —  i)X{ —  0 
ou  — 1  de  f{z),  et  ainsi  de  suite. 

(*)  Si,  par  exemple,  G,  renferme  le  point  —i,  l'intégrale  prise  le  long 
de  C,  est  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  du  lacet  O^  ^ — i  qui  tourne 
une  fois  autour  du  point  — i,  car  on  peut  déformer  G^  d'une  façon  con- 
tinue de  façon  à  Tamener  à  coïncider  avec  ce  lacet,  sans  rencontrer  de 
singularité  de  /(«). 


EXERCICES    SUR    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS.  5o3 

Pour  qu'on  revieane  à  l'origine  avec  la  valeur  4-i,  il 
faut  que  le  nombre  des  contours  C|,  C2,  •  •  •  (non  suppri- 
més) soit  un  multiple  de  4>  et  l'intégrale  A  est  de  la  forme 

A  =  a)(i -h  i)[—i~  *  —  '—*-+■•••]> 

le  nombre  des  termes  du  coefficient  de  (o(i  -|-  i)  étant  un 
multiple  de  4j  A  est  donc  bien  de  la  forme 

m  et  n  étant  des  entiers  quelconques.  c.q.f.d. 

Observons  que  l'intégrale   l  f{z)dz  n'a  pas  de  points 

logarithmiques  ni  à  distance  finie,  ni  à  l'infini.  En  effet, 
les  infinis  z  =±1  de/(^)  sont  d'ordre  moindre  que  i  et, 

si  l'on  fait  ^=  ^^  l'intégrale 

admet  le  point  ^  =  0  comme  pôle  algébrique  d'ordre  5. 
L'intégrale  F(;5)  est  donc  une  intégrale  abélienne  de  se^ 
conde  espèce  à  deux  périodes. 

Deuxième  solution,  —  On  arrive  à  la  même  conclusion 
en  ramenant  l'intégrale  aux  intégrales  elliptiques.  Toules 
les  valeurs  de  F(2)  sont  de  la  forme  F, (2)  -j-A,  (f=  1,2,3, 4), 
FijFaj'Fa,  F4  désignant  les  quatre  déterminations  de  F 
énumérées  plus  haut,  et  A  une  période  de  F,  c'est-à-dire 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  fermé  quelconque  C 
qui,  partant  du  point  O,  y  ramène  avec  la  valeur  initiale 
du  radical.  Si  A  est  une  période,  — A  et  rt  Aï  sont  aussi 
des  périodes.  L'hypothèse  que  le  chemin  G  passe  par 
l'origine  est  d'ailleurs  superflue  ;  quand  un  contour  fermé, 
partant  d'un  point  A  quelconque,  y  ramène  avec  la  valeur 
initiale  du  radical ,  il  est  toujours  loisible  d'aller  du  point  A 
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au  point  O  et  d'en  revenir  sur  le  segment  AO,  et  de  for- 
mer ainsi  un  contour  C. 

Posons  maintenant  i  —  z^  =  ^*,  ou  bien 

rintégrale  F(z)=  /\t^=  devient  2F^(Ç)  =  2  Ç S^> 

intégrale  elliptique  de  seconde*  espèce.  Les  périodes  de 
F(z)  el  F<(Ç)  sont,  d'ailleurs,  les  mêmes  :  en  effet,  quand 
le  point  z  décrit  dans  son  plan  une  courbe  fermée  qui  ra- 
mène au  point  initial    avec   la  même  valeur  du  radical 

V^i  —  5^,  le  point  J^  =  ^i  —  z-  revient,  lui  aussi,  à  son 
point  de  départ,  et  avec  la  même  valeur  de  \J \  —  Ç*  =  z\ 
inversement,  quand  Ç  décrit  une  courbe  fermée  dans  son 
plan  qui  ramène  au  point  de  départ  avec  la  même  valeur 
du  radical  >J \  —  Ç^ ,  le  point  z  revient  à  son  point  de  dé- 
part avec  la  même  valeur  du  radical  \J\  —  z-  ;  toute  pé- 
riode de  F  est  donc  période  de  F4(Ç),  et  réciproquement. 
Or  F|(Ç)  n'a  que  deux  périodes 

et 


On  voit  donc  que  F(^)  ^  2F<(Ç)  est  une  intégrale  abélienne 
de  seconde  espèce  (*)  à  deux  périodes  4^(1  + f)  et 
4a(i —  i),  OL  désignant  l'intégrale 


/ 


0  y^^^' 


(*)  La  fonclionF,(C)  n'ayant  pas  de  points  logarithmiques,  la  trans- 
formation (i),  Ç  =  v''i  —  -3'»  ne  peut  en  introduire. 
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qui  est  égale  à  la  moitié  de  l'intégrale 

dx 


I 


^    \/i  —  x^ 
Si  l'on  considère  les  deux  courbes  algébriques 

(2)  Z*— 1-4-52=0, 

(3)  b-i-+-C*=o, 

la  transformation  (i),  z  =  S,  Z  =  2^,  fait  correspondre 
point  par  point  les  deux  courbes.  L'inlégrale  ^{z)  est 
l'intégrale  de  seconde  espèce  attachée  à  «la  courbe  ellip- 
tique (2),  où  l'on  a  pris  comme  variable  indépendante 
non  pas  Z,  mais  z. 

Problème  n""  24. 

Montrer  que  les  intégrales 

dz r dz 

V^A (^  - af{z  —  byiz  —  c)2 '  J    {/A(-3--a)2(^  — 6)3(«  — c)3 


#       r  dz 

J  v^A(-s  — a)3(^^6)*(z  — c)î 


n'ont  que  deux  périodes,  et  que  les  fonctions  inverses 
de  ces  intégrales  sont  des  fonctions  uniformes  double- 
ment  périodiques  {a^b^p^c). 

Étudions  d'abord  la  première  intégrale 


F(.)  =  / 


dz 


y\{z  —  a)2(^  —  6)2(z  —  C)2 


en  partant  de  z^  avec  une  détermination  donnée  du  ra- 
dical. On  pourrait  discuter  directement  les  valeurs  de  cette 
intégrale,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  pour  l'intégrale 


/ 


dz 


5o6  QUATRIÈME    PARTIE. 

Si  Ton  se  rend  du  point  Zq  au  point  2,  d^abord  sur  le  seg- 
ment ZqZj  puis  sur  un  chemin  qui  tourne  une  fois  autour  du 
point.3  =  a,  enfin  sur  un  chemin  qui  tourne  deux  fois  autour 
du  point  ^=a,  on  arrive  en  z  avec  trois  déterminations 
Fi  (z),  F2(z),  F^{z)  de  F,  et  toutes  les  autres  détermina- 
tions de  F(z)  sont  de  la  forme  F,(z)  +  A,  (/=  i,  2,  3), 
A  désignant  une  période  de  F(^),  c'est-à-dire  la  valeur  de 
l'intégrale  étendue  à  un  contour  fermé  quelconque  qui 
ramène  au  point  initial  avec  la  même  détermination  du  ra- 
dical. On  obtiendra  par  exemple  un  contour  G  en  décri- 
vant deux  fois  un  petit  cercle  autour  de  a,  en  allant  en- 
suite de  a  jusqd'en  6,  en  tournant  une  fois  autour  de  b  et 
en  revenant  au  point  a;  il  suit  de  là  que  la  quantité 

•   (-    \)f\,         ''' 

\        ^^JJ^     VX(z-a){z-b){z-c) 

est  une  période,  e  désignant  la  racine  cubique  de  l'unité 

/         aie       .  .     2it\ 

f 

(oe  est  aussi  une  période,  car  le  contour  peut  êtr#parcouru 
avec  une  détermination  quelconque  du  radical:  On  mon- 
trerait enfin,  que  toutes  les  périodes  se  ramènent  aux  pré- 
cédentes. 

Mais  la  transformation  suivante  est  plus  rapide  ;  rejetons 
à  rinfini  un  des  zéros  du  radical  à  l'aide  de  la  transfor- 
mation z=.  = y  qui  change  l'intégrale  F(z)  en  la  sui- 

'  J  /A(i-4-ac  — aO^ïH-^c  — ^O' 
ensuite  de  la  transformation  *JJ  =  Xî^^  4- [J^  pour  ramener 

les  racines  du  nouveau  radical  à  être  égales  à  -f-  i  et  à  — i. 

On  a,  en  définitive,  à  étudier  l'intégrale 

(I)  (TF-rf^  ^3^^(^) 

J    {/BÎ/(i-^«)î        Î/B 


vante:    /    .  *  et  servons-nous 
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Posons    I  — z2==î3,    rintégrale  G(5)=    fr—-- 

devient  G4(Ç)=|  /  .^  ;  les  périodes  de  G(«)  et  de 

G|  (Ç)  sont  les  mêmes,  car  les  deux  courbes 
(a)  Z«  — n-^»  =  o, 

(3)  C_,  4-^3  =  0 

se  correspondent  point  par  point  dans  la  transformation 

z  =  b,  Z  =  Ç  {voir  l'exercice  précédent);  l'intégrale  G(^) 
n'a  donc  que  deux  périodes.  On  peut  dire  que  G{z)  est 
l'intégrale  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  ellip- 
tique (2),  où  l'on  a  pris  comme  variable  indépendante, 
non  pas  Z,  mais  z. 

Considérons  maintenant  la  fonction  z{w)  définie  par 
l'égalité 

^' "'    ■  .y  — 


r'^ dz 


une  transformation  bomographique  effectuée  sur  z  ramène 
cette  égalité  à  la  forme 

(5)  C\.,j=^=^n, 

et  cette  dernière  égalitédevient  elle-même,  moyennant  la 
transformation  z  =  ^/i  —  î^'. 


Cette  dernière  égalité    définit  Ç  comme  fonction  unî- 
forme  doublement  périodique  de  sv  (*),  et,  par  suite,  ^ 

^ * ^ » 

(*)  Si  p(a)  représente  la  fonction  de  M.  Weierstrass  qui  correspond 
au  radical  V^4(P'— 0>  on  a  Ç(ïv)  =p  («'•^  +  G'*  ). 


5o8  QUATRIÈME    PARTIE. 

ou«^B^i  —  Ç*;  la  fonction  z{w)  =  ^i  —  î^^  esl  donc 

elle-même  une  fonction  uniforme  doublement  périodique 

de  w  (égale  à  -^  à  un  facteur  constant  près],  et,  èomme 

on  revient  à  la  première  variable  z  par  une  transforma- 
tion homographique,  on  volt  que  la  fonction  z(w)  définie 

par  (4)  est  de  la  forme  -^7^ — r — Ç>  a,  [î,  y,  S  étant  des  con- 
stantes, et  Ç'  représentant  ^« 

[périodes   qui   donnent  celles   de  F(z)]   sont    égales   à 
2   /     -,  et  à  2   /      ,,  >  les  deux  intégrales  étant 

prises  le  long  des  segments  qui  joignent  les  deux  points 
extrêmes;  la  transformation z  =  €z,  montre  que  la  seconde 
est  bien  égale  à  la  première  multipliée  par  e.  Le  rapport 
des  périodes  de  la  fonction  z(w)  est  e  (en  choisissant 
convenablement  les  périodes  simples). 
Pour  étudier  la  seconde  intégrale 


/ 


dz 


{/a  (z  —  ay{z  —  b)^{z  —  c)3 


on  se  sert  de  la  transformation  homographique  pour  re- 
jeter à  l'infini  le  zéro  ^  =  a  du  radical  et  pour  ra- 
mener l'intégrale  à  la  suivante 

la  transformation  i  —  z^  =  ^*  donne  alors 

2  dz 
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et  montre  à  la  fois  que  G(z)  n'a  que  deux  périodes  el  que 
z  est  une  fonction  uniforme  doublement  périodique  de  pp; 
l'intégrale  G(^)  ne  diffère  pas  de  l'intégrale  de  première 
espèce  attachée  à  la  courbe  elliptique  Z*  —  i  -h  z2=  o,  où 
l'on  prend  comme  variable  indépendante  non  pas  Z,  mais  z. 
La  fonction  z(sv)  est  une  fonction  homo^'-aphj que  de  la 

fonction  CnudnU  (pour  /c^*  = — i),  où  m  =  ^^  fv -H  C'^. 
Le  rapport  des  périodes  est  égal  à  t,  car  les  intégrales 

dz  r"        dz 


/l 


ont  pour  rapport  t,  ainsi  qu'on  le  voit  en  changeant  z 
en  iz.  Il  était  certain  d'ailleurs,  a  priori,  qu'à  toute  pé- 
riode A  de  l'intégrale  donnée  devait  correspondre  une 
période  Ai,  puisque  le  même  contour  peut  être  parcouru 
avec  deux  valeurs  du  radical  dont  le  rapport  est  égal  à  i. 
Pour  étudier  la  troisième  intégrale, 


i: 


dz 


nous  nous  servons  encore  de  la  transformation  homogra- 
phique  pour  donner  aux  racines  a,  6,  c  du  radical  les  va- 
leurs I,  o,  00  respectivement;  l'intégrale  s'écrit  alors 

dz 


G(z) 


-r 


Posons  z  =  î',  l'intégrale  G{z)  devient 


G(z)  et  G|(Ç)  ont  mêmes  périodes;   en  effet,  les  deux 
courbes  algébriques 

(7)  Z6_^*(,-^)^=o, 

8)  S    —  H-î'r^O 


5lO  QUATRIÈME    PARTIE. 

se  correspondent  point  par  point  dans  la  transforma- 
tion 

quand  z  décrit  un  contour  fermé  qui  ramène  au  point 
de  départ  avec  la  même  valeur  de  Z,  ^  décrit  un  con- 
tour fermé  qui  ramène  au  point  de  départ  avec  la  même 

valeur  de  S,  6t  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  Pin- 
tégrale  donnée  est  une  intégrale  abélienne  de  première 
espèce  à  deux  périodes,  et  que  la  fonction  z{^w)  est  une 
fonction  uniforme  et  doublement  de  (v,  qu'on  peut  écrire 

z=  ""^^P^")  avec  a=  \V\^w  -^  C'*,  piu)  étant  la 
fonction  de  M.  Weierstrass  qui  correspond    au  radical 

Problème  n"  25. 

Si  dans  la  fonction  elliptique  sn^^tt/,  on  remplace  u 
par  a  logz,  quelles  valeurs  faut-il  donner  à  la  con- 
stante a  pour  que  la  fonction  f{z)  ainsi  obtenue  soit 
uniforme. 

La  fonction  sn^ii^  (où  A:^  a  une  valeur  donnée)  est  une 
fonction  uniforme,  doublement  périodique,  de  u  :  soit  w 
et  0)'  ses  deux  périodes.  Si  l'on  remplace  u  par  aloga,  la 
fonction y(z)  ainsi  définie  ne  saurait  avoir  d'autres  points 
critiques  (à  distance  finie)  que  ^  =  o;  quand  on  tourne 
autour  de  ce  point,  u=-a  logz  se  change  en  u  +  2  mu,  et 
f(^z)=  snu  se  change  en  sn(a  -f-  2 «au);  pour  que  3  =  0 
ne  soit  pas  un  point  critique  de  f{z),  il  faut  donc  qu'on 
ait 
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autrement  dit,  que  2iaTz  soit  une  période  de  sn,  ou  enGn 
que  a  soit  égal  à  - — : >  (x  e^  v  étant  des  entiers  quel- 
conques {positif  s  ou  négatifs).  Cette  condition  est,  d'ail- 
leurs, suffisante;  car  si  elle  est  remplie,  aux  différentes 
déterminations  de  log^  correspond  une  valeur  unique 
àef{z). 


mtOH-no)' 


Quand,  dans/(z),  on  change  z  en  zxe      **       î/(^)  ^^ 
change  pas  de  valeur  (m  et  n  sont  des  entiers  quelconques); 


m(ù-\-tna' 


car  soit  5<=^e      "       ,  on  a 

m  =  alogZi=  a\o%z  -hmwH-/iio'=  w-h/nw-t-nw'; 
donc  sn2/|=  sni/.  La  fonction  uniforme 


•^(^)^'K^^^^ïï^ 


jouit  donc  de  la  propriété  f(z)^f(Gz)^  G  étant  de  la 
forme 


m(ù-¥-ntù' 
iilt r 


0) 


Par  exemple,  si  a=  —^9f{z)  ne  change  pas  quand  on 
change  z  en  zx  e 


(a' 

0) 


Problème  n*"  26. 

Déterminer  le  cercle  de  com^ergence  des  séries  de 
Mac-Laurin  qui  représentent  les  trois  racines  u{z)  de 
Véquation 

F{iijZ)  =  m3_  3 £^^2 — 2z^-hyz  —  3  =  o. 
Même  question  pour  l'équation 

(2x;3— 75  4-  3)«*3-H  'èn^z^—\  =0. 


5ia  QUATRIÈME    PARTIE. 

Pour  z  =  o,  ces  trois  racines  ont  comme  valeurs 

u{  =  y/i,  «5  =  f  cos  —  H-  £  sin  -      \  Ç/i, 

i^J  =  I  cos  ^  -+- 1  sin  — ^  j  v^3^. 

Les  dérivées  successives  (pour  z  =  o)  des  trois  fonctions 
Ui  {z),  ihi^)^  ^z(^)y  î^î  correspondent  à  ces  trois  valeurs 
initiales  de  u  se  calculent  diaprés  la  règle  de  diflTérentia- 

tion  des  fondions  implicites.  On  trouve,  par  exemple, 


( 


du\  —  7 


Uq  dyaot  une  des  valeurs  «J,  wj,  mJ,  suivant  qu'on  con- 
sidère la  fonction  W|(j3),  ou  1/2(^3),  ou  Uz{z).  Quel  sera  le 
cercle  de  convergence  des  trois  séries  de  Mac-Laurin  ainsi 
calculées? 

Aucune  des  déterminations  de  ù(z)  ne  devient  infinie 
pour  une  valeur  finie  de  z.  Quant  aux  points  critiques 
de  u{z)j  ils  sont  donnés  par  les  deux  conditions 

F(a,  z)=  u^ —  ^uz- —  'iz^'-h  yz  —  3  =.0, 

ou 

d'où  l'on  tire  le  double  système 

u  =  —  z.        75  —  3  =  0 
et 

u  =  '¥-z,        4^8—7^+  3^  4(^~i)(^  — ^)(^H-|)  i=o. 

Les  points  critiques  cherchés  sont  donc  :  ^«  =  f , 
Z2= — ^,  ^z^=2t  ^4  =  I  j  c°  ces  points,  deux,  déter- 
minations de  tt(z)  deviennent  égales  à  — |  pour^=|, 
à  —  I  pour  z  = —  f ,  à  j  pour  z  =  -J-,  à  i  pour  z=i]  la 
troisième  détermination  de  u  est  égale   respectivement 
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à  f,  +3,  —1,-2  pour  z  =  j,  5==— J,  >5  =  ^,  ^  =  1. 
Dans  le  voisinage  de  ces  quatre  points,  Z|,  Z2,  z^y  z^,  les 
deux  déterminations  de  u(z)  qui  deviennent  égales  se 
permutent  ;  en  effet,  pour  z  = —  y,  m  =  y,  on  a 

dF  ôF 

.T— =  o,         -T- ^ — 6a-s  — G-52-f- 7  ^  o: 

ou  oz  /  ^     ï 

-T-  est  donc  infini,  et  la  même  remarque  s'applique  aux 

autres  points  critiques. 

Ceci  posé,  donnons  à  z  des  valeurs  réelles  :  pour  ^  =  o, 

Fig.  83. 

y 


.jSL 


.'{      j  f      ^3& 


B  ...     7      2 


deux  des  racines  u  (k  savoir,  u^  6t  u^)  sont  imaginaires, 
et  elles  restent  imaginaires  tant  que  Ton  a 

—  ix^-¥-(2X^ — 7 a: -h  3)* s— (7a? — 3)(a7  —  i)(2a7— OCaar-hSX  o, 

par  conséquent,  tant  que  x  varie  entre  — |  et  |;  pour 
x= — I  et  pour  ^=Y,  lès  deux  racines  imaginaires  de- 
viennent égales  et  se  permutent  autour  des  points  z  = —  | 
et  ^  =  f;  les  deux  développements  de  Mac-Laurin,  qui  re- 
présentent U2  et  i^s,  ne  peuvent  donc  converger  au  delà 
du  point  z  = —  y,  et,  comme  ils  convergent  sûrement  à 
l'intérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  y,  on  voit  que  le  rajon 
du  cercle  de  convergence  sera  égal  à  |  pour  les  deux  séries 
entières  qui  représentent  U2{z)  et  2/3 (^). 

Occupons-nous  maintenant  de  Ui{z)\   quand  x  varie 
entre  -H  y  et  ^,  les  trois  racines  u  sont  réelles  et  dis 
tinctes  ;  pour  x  =  y^  u^eiuz  sont  égales  à  —  |  et,  par  suite, 

T.  -  P.ee,  33 


5l4  QUATRIÈME    PARTIE. 

i/i  à  f  ;  Ui  reste  donc  la  plus  grande  des  racines  dans 
rintervalle  y<^<î;  pour  ^  =  j,  deux  racines  sont 
égales  à  j,  la  troisième  à  — i,  donc  i/|  est  égale  à  5  et  se 
permute  autour  du  point  z  =  ^  avec  la  plus  grande  des 
deux  autres  racines.  Diaprés  cela,  si  Ton  décrit,  du  point  0 
comme  centre,  un  cercle  de  rayon  égal  à  ^,  la  fonction  Ui{z) 
n'admet  aucun  point  singulier  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 
mais  présente  sur  la  périphérie  de  ce  cercle  le  point  cri- 
tique ^5  =  5;  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière, 
qui  représente  W|(^),  est  donc  égal  à  ^. 

En  définitive,  des  trois  séries  de  Mac-Laurin  considérées, 
la  série  Ui{z)y  dont  les  coefficients  sont  réels,  converge 
dans  un  cercle  de  rayon  ^,  et  les  deux  séries  U2{z)j  u^  (z), 
dont  les  coefficients  sont  imaginaires,  converge  dans  un 
cercle  de  rayon  |. 

Passons  à  Téquation 

(i)  (2s3  —  7-5 -h  3)u3-+- 3m'^*  — 1  =  0. 

C'est  la  transformée  en  —  de  la  précédente;  la  fonction  u{z) 

définie  par(i)  possède  donc  les  mêmes  points  critiques 
que  précédemment;  mais,  de  plus,  une  détermination  de 
u{z)  et  une  seule  devient  infinie  pour  les  trois  valeurs  de  z 
qui  annulent  l'expression  2Z^  —  7^  +  8;  ces  trois  valeurs 
de^5  sont  réelles  et  séparées  par  o  et  i;  d'une  façon  plus 
précise,  une  de  ces  valeurs  est  moindre  que  —  |,  une  autre 
z  =  a  est  comprise  entre  |  et  ^  ;  la  troisième  est  plus  grande 
que  |.  D'après  cela,  si  l'on  décrit,  du  point  O  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  |,  les  deux  fonctions  1/2 (^), 
W3(z),  qui  sont  imaginaires  pour  z  =  o,  sont  holomorphes 
dans  ce  cercle  et  admettent  le  point  -sr  =  f  comme  point 
critique;  les  séries  de  Mac-Laurin  correspondantes  ont 
donc  ce  cercle  pour  cercle  de  convergence.  Quant  à  la 
fonction  Ui{z),  son. rayon  de  convergence  est  a  ou  j,  sui- 
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vant  qu'elle  devient  ou  non  infinie  pour  z  =  a;  pour  lever 

celte  ambiguïté,  posons  u=  -;  dans  l'intervalle  ?  <;^<^, 

^1)  ^2)  ^3  sont  réelles  et  Çi  (qui  correspond  à  w,)  est  la  plTis 
grande  racine;  pour  z  =  a,  une  des  valeurs  de  ç  est  nulle. 

les  deux  autres  sont  égales  à  +  a  y/3  et  à  —  a  y/3  ;  c'est  donc 
la  racine  intermédiaire  ^2  qui  s'annule,  et,  par  suite,  iii  reste 

fini  pour  z  =  a^  \iii=  — ■;=   ;  la  série  de  Mac-Laurin,  qui 

L  a  v/3  J 

représente  UiÇz)^  converge  donc  pour  |  ^  |  <  ^» 

Problème  n""  27. 

R(pp,  z)  étant  une  fraction  rationnelle  en  w,  déter- 
miner toutes  les  équations  différentielles  de  la  forme 

dont  V intégrale  générale  a  ses  points  critiques  fixes. 

Soit  w  =  F(^,  C)  une  intégrale  de  l'équation  (i),  G  dé- 
signant la  constante  d'intégration.  Si  l'équation  (i)  est 
quelconque,  la  fonction  F(>5)  possède  des  points  critiques 
z^=a  (c'est-à-dire  des  points  autour  desquels  plusieurs 
déterminations  de  F  se  permutent),  et  ces  points  varient 
en  général  avec  la  constante  d'intégration  C.  Quand  ils 
en  sont  indépendants,  on  dit  que  l'équation  (i)  a  ses 
points  critiques  fixes  :  nous  voulons  déterminer  toutes 
les  équations  (i)  à  points  critiques  fixes 

Écrivons  l'équation  (i)  ainsi  ; 

,   .  dw  _  P  (cv,  ^) 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  en  iv  qui  (pour  z  quel- 
conque) sont  premiers  entre  eux.  Montrons  d'abord  que, 

...  33. 
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si  Féquation  (a)  est  de  Fespèce  considérée,   le   second 
membre  de  (  2  )  est  un  polynôme  en  pp. 

,Par  hypothèse,  les  points  critiques  de  l'équation  (2) 
sont  fixes  :  soit  Zq  un  point  quelconque  du  plan  des  z,  qui 
ne  coïncide  pas  avec  un  de  ces  points  fixes,  et  pour  lequel 
les  coefficients  aj(z)  de  P  et  Q  sont  holomorphes  ;  soit,  de 
plus,  sVq  une  racine  de  l'équation  Q((v,  ^o)  =  o.  L'équa- 
tion (2)  possède  une  intégrale  sv{z)  qui,  pour  z  =  Zq,  est 
égale  à  iVo,  et  cette  intégrale  admet  le  point  z  =  Zo  comme 
point  critique  (*)  ;  il  y  a  donc  contradiction  avec  l'hypo- 
thèse, à  moins  que  Q  ne  soit  indépendant  de  çp;  autre- 
ment dit,  il  faut  que  R  soit  un  polynôme. 

Si  l'on  change  maintenant  çp  en  — ,  l'équation  en  iVi  a 

encore  ses  points  critiques  fixes  et  doit  satisfaire,  par  suite, 
à  la  condition  précédente  ;  or  cette  nouvelle  équation  s'écrit 


dz 


=-..îP(A,.) 


et,  pour  que  son  second  membre  soit  un  polynôme,  il  faut 
que  P(pp,  z)  soit  au  plus  du  second  degré  en  «p. 

Toutes  les  équations  cherchées  doivent  donc  être  de  la 
forme 

dw 

(3)  -^  =  a{z)w*+<^{z)w-^^{z). 

11  se  trouve  d'ailleurs  que  les  conditions  nécessaires 
exprimées  jusqu'ici  sont  suffisantes.  En  efi^et,  l'intégrale 

(*)  C'est  là  un  théorème  classique,  qui  se  démontre,  d'ailleurs,  aus- 
sitôt en  considérant  Téquation  >j-  =  ^;  cette  équation  possède  une 
intégrale  de  la  forme 

si  n  est  Tordre  de  la  racine  w  =  w^àt  l'équation  Q  (iv,  «a)  =  o;  l'équa- 
tion (3)  possède  donc  une  intégrale  (v (2)  égale  à  w^  pour  ^  =  z^  et  dont 
(/i  -h  i)  déterminations  se  permutent  autour  du  point  z  =  z,. 
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générale  d'une  équation  (3),  quî  est.  une  équation  de 
Riccati,  peut  s'écrire 

/y  ??/m  ?<  étant  des  fonctions  déterminées  de  z,  et  les 
points  singuliers  de  i^{z)  autres  que  des  pôles  (points 
critiques  et  points  essentiels)  coïncident  nécessairement 
avec  des  points  singuliers  de/,  <p,/4,  <pi. 

Pour  que  les  pôles  eux-mêmes  soient  fixes,  il  faut  et  il 
suffit  que  C  ne  figure  pas  au  dénominateur  du  second 
membre  de  (4)>  autrement  dit  que  l'équation  (i)  soit 
linéaire. 

En  particulier,  si  z  ne  figure  pas  dans  R,  l'équation  ïie 
peut  avoir  ses  points  critiques  fixes  sans  que  son  intégrale 
soit  uniforme;  en  efiet,  l'intégrale  générale  se  déduit  d'une 
intégrale  particulière  iv(z)  en  changeant  s  en  ^  +  C,  et  si 
z:=  Zo  était  un  point  critique  de  w{z),  Zo  H-  G  serait  aussi 
un  point  critique  d'une  autre  intégrale.  On  vérifie  ce  ré- 
sultat immédiatement  sur  l'équation  (3),  où  a,  ^,  y  sont 
indépendants  de  ^;  on  peut  écrire 

(5)  ^=  a((v  — XXw  — fi), 

et  cette  équation  a  pour  intégrale 

ÎLZ:-|i=Ceat(*->^J^ 
w  —  À 

Toutefois,  si  X  =  jx,  l'intégrale  est 

¥ 


CL(Z-hC) 


Si  le  second  membre  de  (5)  est  de  la  forme  a(pp  —  X), 
l'intégrale  est  «p  =  X  -f-  Ce«*,  et,  s'il  se  réduit  à  a,  l'inté- 
grale est  «p  =  a^  -I-  C. 
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Quand  l'intégrale  générale  d'une  équation  -^  =  K(iv) 

est  uniforme,  cette  intégrale  est  donc  une  fonction  homo- 
graphique  de  e**  ou  de  2. 


'  Problème  n"*  28. 

A,  B,  C  étant  trois  polynômes  en  wp,  déterminer  toutes 
les  équations  de  la  forme 

(I)  A(iv,^)(jy-2B(«',^)g  +  G(«.,^)  =  o, 

dont  les  points  critiques  sont  fixes. 

Nous  supposons  que,  pour  z  quelconque,  Téquation  (i) 

entre  w  et  -t-  est  irréductible.  Ceci  revient  à  admettre  que 

(pour  z  quelconque)  les  trois  polynômes  A,  B,  G  en  «p 
n'ont  pas  de  facteurs  communs^  et  que,  de  plus,  B^  —  AC 
n'est  pas  un  carré  parfait  en  w.  Si  la  première  condi- 
tion n'était  pas  remplie,  on  diviserait  A,  B,  G  par  leurs 
facteurs  communs  ;  si  la  seconde  n'était  pas  remplie,  l'é- 
quation (i)  se  décomposerait  en   deux,  équations  de  la 

forme  ^— =  B(«',  ^),  étudiée  plus  haut. 

Observons  immédiatement  que,  si  l'on  change   w  en 

)^^\^^ —  r~T'  l'^9^^^^^"  (0  garde  la  même  forme,  et  que 

sv^{z)  a  ses  points  critiques  fixes  comme  {v{z). 

Ceci  posé,  montrons  d'abord  que,  si  l'équation  (i)  a 
ses  points  critiques  fixes,  A  est  indépendant  de  w.  Soit 
en  effet  w  =  g{z)  une  racine  de  l'équation  A(«»,  z)  =  o, 
racine  qu'on  peut  toujours  supposer  identiquement  nulle 
moyennant  le  changement  de  w  en  ^ -^  g{z).  Deux  cas 
sont  possibles  : 

1°  B  ne  s'annule  pas  pour  fv  =  o  quel  que  soit  z\  écri- 
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vons  alors  l'équation  (i)  ainsi 

dw       B  -f-  v/Bî— AC 


(a) 


dz 


> 


en  choisissant  la  détermination  du  radical  qui  pour  w  =  o 
est  égal  à -+-6(0,  z).  Soit  z^  une  valeur  quelconque 
de  z  (*);  le  radical,  et  par  suite  le  second  membre  de  (2), 
est  développable  suivant  les  puissances  croissantes  de  «>, 
et  l'on  peut  écrire,  n  désignant  l'ordre  de  multiplicité  de 
la  racine  w  =  o  de  de  l'équation  A  =  o, 

G  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  (v  =  o  et  de 
z=Zo]  l'équation  (3)  admet  une  intégrale  w(z)  qui 
s'annule  pour  z  =  Zq  et  pour  laquelle  Zq  est  un  point  cri- 
tique. 

2°  B  s'annule  pour  (v  =  o  quel  que  soit  z.  Soit  toujours 
Zq  utie  valeur  quelconque  de  z  [qui  n'annule  pas  C(o,  z)]; 

pour  iv  =  o,  z  =  Zoj  les  deux  valeurs  de  -^  sont  infinies; 
d'autre  part,  on  a  dans  tous  les  cas 

p 

Hh/ïïï— AG  =  ii=iv2H(w,  z), 

H  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  çv  =  o,  z  =  z^; 

il  suit  de  là  que  le  second  membre  de  (2)  peut  toujours 

se    développer    suivant    les    puissances    croissantes    de 

- 
W=«**,  la  première  puissance  étant  négative  puisque 

■T-  est  infini  pour  w  =  o  quel  que  soit  >?  ;  on  a  donc  (pour 

l'une  ou  l'autre  détermination  du  radical)  une  égalité  de 


(*)  J'entends  par  là  une  valeur  z^  de  z  qui  ne  coïncide  avec  aucun 
point  singulier  des  coefficients  ol.{z)  de  A,  B,  C,  et  pour  laquelle 
B(0|  z)  n'est  pas  nul. 
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la  forme 

J=^[^(')-»-WA(«)-t-W«*(*)+...l  (grSi). 

et,  SI  1  on  remplace  ^  par  2  W  -^>  il  vient 

(4>  S  =  ïwr.r^<*)-«-WK(W,*)]. 

K  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  W  =  o,  z  =  Zo* 
Uéquation  (4)  admet  une  intégrale  qui  s'annule  pour 
z  =  Zoel  dont  q  +  2  déterminations  se  permutent  autour  de 
z=^Zo\  rintégrale  correspondante  iv  =  W*  admet  donc 
le  point  Zq  comme  point  critique;  autrement  deux  déter- 
minations au  plus  de  W  ^  ^w  se  permuteraient  autour 
de  Zo,  et  ^  +  a  est  au  moins  égal  à  3. 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il 
faut  donc  d'abord  que  Â  soit  indépendant  de  pp,  autre- 
ment dit  que  l'équation  soit  de  la  forme 

(dw\*       _,  dw      ^ 

La  même  condition  doit  être  remplie  si  on  change,  w 
en  — ;  l'équation  transformée  s'écrit 

„y   (^)-^.„,B(-i-..);^..„,c(J-,.)  =  ., 

et,  pour  que  les  coefficients  de  (i)'  ne  soient  pas  fraction- 
naires, il  faut  que  6  et  C  soient  au  plus  du  second 
et  du  quatrième  degré  en  wp.  L'équation  (i)  peut  alors 
s'écrire 
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P  étant  au  plus  du  second  degré  et  Q  du  quatrième  degré 
en  pp. 

Soit  maintenant  w  =  g(^z)  une  racine  de  l'équation 
Q  =  o,*racine  qu'on  peut  toujours  supposer  identique- 
ment nulle.  Si  cette  racine  n'est  pas  racine  double  de 
Q  =  o,  elle  doit  être  une  solution  singulière  de  l'équa- 
tion (5);  en  effet,  si  ^  =  0  est  (pour  z  quelconque) 
racine  simple  ou  triple  de  Q  =  o,  on  a 

(6)  ^  =  P(«;,  z)  +  iv^R(«»,  i), 

R  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  w  =  o^  z  =  Zq. 
Posons  encore  wp'  =  W;  il  vient 

^7)  ^  =  ^[P(o,z)  +  WS(W,  z)]. 

S  étant  holomorphe  pour  «p  =  o,  z  =  Zq»  Quand  P(o,  z) 
est  identiquement  nul,  (v  =  o  est  une  intégrale  singulière 
de  (6);  si  au  contraire  P(o,  ^o)  n'est  pas  nul,  l'équa- 
tion (7)  admet  une  intégrale  W{z)  qui  s'annule  pour 
z  =  Zq  et  dont  deux  déterminations  se  permutent  autour 
du  point  Zq  ;  la  fonction  iv  =  W^(^)  correspondante  admet 
aussi  Zo  comme  point  critique;  car^  si  ^(^)  était  uniforme 

dans  le  domaine  de  z  =  Zq,  l'expression  de  «p^  ou  W  tirée 
de  (6),  à  savoir 

serait  aussi  fonction  uniforme  de  z  dans  le  domaine  de  Zq. 
L'équation  (6)  ne  saurait  donc  avoir  ses  points  critiques 
fixes  si  ^  =  o  n'est  pas  une  intégrale  singulière. 

En  définitive,  pour  quQ  l'équation  (5)  ait  ses  points  cri- 
tiques fixes,  il  faut  que  toute  racine  iv  =g{z)  de  l'équa- 
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lion  Q(fiP,  z)  =  o ,  qui  n*est  pas  exaclement  racine  double, 
soit  solution  singulière  de  (5). 

Ces  conditions  sont  suffisantes  ;  pour  le  montrer  obser- 
vons que  la  transformation  homographique         ^ 

(8)  ^=,^^ÏV+if., 

OÙ  X,  [JL,  X4,  [X|  sont  des  fonctions  arbitrairement  choisies 
de  z,  change  l'équation  (5)  en  une  équation  de  la  forme 

Pi  étant  du  second  degré  au  plus  en  (P|,  et  Qi  étaut  le 
polynôme  qui  se  déduit  de  Q(«',  z)  lorsqu'on  remplace 

w  par  r-~ — ^  et  qu'on  multiplie  par (X4  iv^  +  ^L^y  ;  c'est 

ce  qui  résulte  aussitôt  d'un  calcul  tout  élémentaire.  Il  suit 
de  là  qu'on  peut  toujours  supposer  que  Q  est  du  qua- 
trième degré  en  w.  Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  sui- 
vant que  toutes  les  racines  deQ  =  o'sont  simples  ou 
non. 

Premier  cas»  —  Les  quatre  racines  de  Q  =  o  sont 
simples.  On  peut  se  servir  de  la  transformation  (8)  pour 
faire  en  sorte  que  trois  de  ces  racines  coïncident  avec 
trois  constantes  arbitrairement  choisies,  par  exemple  0, 
1,2.  L'équation  (5)  s'écrit  alors 

(5)       -j    =  cLw^-h^iv  -hy-ho^vp{w  —  i){w — 2)(iv  — a), 

a,  p,  Y?  2?  ^  étant  des  fonctions  de  z;  (v  =  o,  iv  =  i, 
w  =  2  sont  des  intégrales  singulières  de  (5y  et  annulent 
par  suite  a(v^-+- ^fvH- y»  ce  qui  n'est  possible  que  si  ce 
polynôme  est  identiquement  nul;  on  a  donc 

(9)  -^  =  S(«)  /(v(iv  — i)(iv  — 2)(w  — a), 
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etiv  =  a{z)  est  une  intégrale  singulière  de  cette  ëqua- 

lion,  ce  qui  exige  que  --r-  soit  nul,  c'est-à-dire  que  a  soit 

une  constante. 

Appelons  ^{u)  la  fonction  uniforme  et  doublement  pé- 
riodique de  u  définie  par  l'inversion  de  l'intégrale 


X 


=  m; 


'o      ^^{^ — !)(«'— 2)((V  —  a) 

m 

l'équation  (9)  donne 

(10)  .  W  =  *[J(^)-4-G], 

J(z)  désignant  l'intégrale    /    Z(z)dz,  Les   seuls    points 

critiques  possibles  de  iv(z)  sont  les  points  critiques  de  J{z). 
c'est-à-dire  les  points  singuliers  de  ^{z),  points  qui  sfnt 
/Ixes, 

Second  cas,  —  Une  racine  de  Q((ï',  -3)=  o  est  racine 
double  ou  triple.  Considérons  les  deux  racines  de 

Q((v,z)=o 

qui  sont  de  multiplicité  impaire  et  servons-nous  de  la 
transformation  (8),  de  façon  que  ces  racines  deviennent  o 
et  00.  On  a,  dans  ce  cas, 

(11)  —r-=OLW^-h^W'^^-\-(gw-hh)\/wj 

iv  =  o  étant  intégrale  singulière,  y  est  nul,  et  en  chan- 
geant fv  en  — >  on  voit  de  même  que  a  doit  être  nul.  Po- 
sons alors  fv  =  W-,  l'équation  (11)  devient 

dW         • 
étjuation  de  Riccati,  dont  les  points  critiques  sont  fixes. 
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En  définitive,  pour  quUine  équation  (i)  ait  ses  points 
critiques  fixes,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  que  Véquation 
soit  de  la  forme 

(E)      —  ssafv'-hpw-f-Y-h  /a  w*  -4-  6  w>  -h  c  w'  -+-  dw  -h  e  ; 

2^  que  toutes  les  racines  çi^  =  g(z)  (de  multiplicité  im- 
.    paire)  de  la  quantité  placée  sous  le  radical  soient  des 
solutions  singulières  de  Véquation  (E). 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  l'équation  (E)  se 
ramène  algébriquement  soit  à  une  quadrature  de  la  forme 


v/(i— -  w^){i  —  k^w^) 


k  étant  une  constante  numérique,  soit  à  une  équation  de 
Rrccali. 

En  particulier,  quand  z   ne  figure  pas  explicitement 
dans  l'équation  (i),  ou  bien  l'équation  (i)  est  de  la  forme 

dw  j 

=  az 


y  a  w*  -h  bw^-^  cw*-+-  dw  -h  e 


(a,  6,  . . .,  e  étant  des  constantes)  et  définit  une  fonction 
elliptique  v^{z)j  ou  bien  l'intégrale  sv  est  une  fonction 
rationnelle  du  second  degré  en  z  ou  en  e'"^,  m  désignant 
une  constante  numérique. 


HN. 
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